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Ðqglfh jhqhudo
41 IXQFLRQHV UHDOHV GH YDULDV YDULDEOHV
4141 LQWURGXFFLÖQ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4151 JUÄILFDV GH IXQFLRQHV GH GRV YDULDEOHV 1 1 1 1 1 1
415141 Fxuydv gh qlyho 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4161 GHULYDGDV SDUFLDOHV 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
416141 Od glihuhqfldo gh xqd ixqflöq gh grv yduldeohv 1 1 1 1 1 1
416151 Ghulydgdv sdufldohv gh rughq vxshulru 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
416161 Ghulydgdv gh ixqflrqhv frpsxhvwdv 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4171 IXQFLRQHV YHFWRULDOHV 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
417141 Frpsrvlflöq gh ixqflrqhv yhfwruldohv 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4181 IXQFLRQHV KRPRJÌQHDV 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
418141 Ixqflrqhv krprjìqhdv gh grv yduldeohv 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
418151 Ixqflrqhv krprjìqhdv jhqhudohv 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4191 IXQFLRQHV LPSOÐFLWDV 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
41:1 H[WUHPRV GH IXQFLRQHV GH YDULDV YDULDEOHV 1 1 1
41:141 Frqglflöq qhfhvduld gh h{wuhpr 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
41:151 Frqglflöq vxflhqwh gh h{wuhpr orfdo 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
41;1 H[WUHPRV FRQGLFLRQDGRV 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
51 LQWHJUDFLÖQ
5141 FÄOFXOR GH SULPLWLYDV 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
514141 Surslhgdghv gh od lqwhjudo lqghqlgd 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
514151 Lqwhjudohv lqphgldwdv 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
514161 Pìwrgrv gh lqwhjudflöq 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5151 OD LQWHJUDO GHILQLGD 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
515141 Lqwurgxfflöq 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
515151 Lqwhjudo gh Ulhpdqq1 Surslhgdghv 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
515161 HO Whruhpd Ixqgdphqwdo gho Fäofxor Lqwhjudo 1 1 1 1 1 1
515171 Fäofxor gh äuhdv gh jxudv sodqdv 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5161 OD LQWHJUDO GREOH 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
516141 Lqwurgxfflöq 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
516151 Od lqwhjudo frpr oðplwh gh vxpdv gh Ulhpdqq 1 1 1 1 1 1
516161 Surslhgdghv gh odv lqwhjudohv greohv 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
516171 Fäofxor gh lqwhjudohv greohv 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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WHPD 4
IXQFLRQHV UHDOHV GH YDULDV
YDULDEOHV
4141 LQWURGXFFLÖQ
Hq ho hvwxglr gh prghorv hfrqöplfrv hqfrqwudprv ixqflrqhv txh ghshq0
ghq gh grv r päv yduldeohv1 Ho vljxlhqwh hmhpsor qrv pxhvwud xqd ixqflöq gh
ehqhflrv txh ghshqgh gh grv yduldeohv=
Hmhpsor 414 Orv ehqhflrv gh xqd hpsuhvd/ fdofxodgrv hq ixqflöq gho fdslwdo
lqyhuwlgr hq lqqrydflöq whfqroöjlfd | hq sxeolflgdg/ ylhqhq ghwhuplqdgrv sru
od ixqflöq=
EE{> | ' S{n f|  {2  |2
grqgh od yduldeoh { uhsuhvhqwd od fdqwlgdg gh hxurv +hq plohv, lqyhuwlgrv hq
whfqrorjðd | od yduldeoh | uhsuhvhqwd od fdqwlgdg gh hxurv +hq plohv, lqyhuwlgrv
hq sxeolflgdg1
Hmhpsor 415 Odq}dprv xq qxhyr surgxfwr do phufdgr | revhuydprv txh od
ghpdqgd ghshqgh qr vöor gho suhflr gho surgxfwr/ s> vlqr wdpelìq gho suhflr
gh rwurv surgxfwrv vlploduhv txh vh hqfxhqwudq hq ho phufdgr/ +s> s2> s= Vl
dghpäv lq x|h wdpelìq od yduldeoh sxeolflgdg/ vxsrqjdprv txh } uhsuhvhqwd od
fdqwlgdg gh dqxqflrv txh dsduhfhq phqvxdophqwh hq suhqvd/ whqhprv hqwrqfhv
xqd ixqflöq gh flqfr yduldeohv=
G ' iEs> s> s2> s> }
Hmhpsor 416 U1 Vwrqh fdofxoö txh od ghpdqgd gh od fhuyh}d hq Lqjodwhuud vh
srgðd hvfulelu dsur{lpdgdphqwh=
[ ' 4138; {31469 {031:5:2 {31<47 {31;49e
grqgh
{ G uhqwd gho lqglylgxr
{2 G suhflr gh od fhuyh}d
{ G ðqglfh jhqhudo gh suhflrv gh rwurv elhqhv
{e G iruwdoh}d gh od fhuyh}d1
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Dxqtxh fhqwuduhprv qxhvwur hvwxglr hq odv ixqflrqhv gh grv r wuhv yduldeohv/
srghprv jhqhudol}du orv frqfhswrv d päv yduldeohv> hv ghflu/ d q yduldeohv1
Ghqlflöq 414 Xqd ixqflöq uhdo gh q yduldeohv uhdohv hv xqd dsolfdflöq i txh
d fdgd yhfwru { ' E{> ===> {q gh Uq oh kdfh fruuhvsrqghu xq ydoru } gh U G
i G Uq $ U
E{> ===> {q$ } ' iE{> ===> {q
4151 JUÄILFDV GH IXQFLRQHV GH GRV YDULDEOHV
Ghqlflöq 415 Od juäfd gh xqd ixqflöq gh grv yduldeohv vh ghqh frpr ho
frqmxqwr=
judiEi ' iE{> |> iE{> | 5 U@ E{> | 5 grpEij
txh frqvwlwx|h xqd vxshuflh hq U1
Hmhpsor 417 Od juäfd gh od ixqflöq iE{> | ' {2  | hv=
-2-1012
x
-2.5 0
2.5
5
y
-2
0
2
z
415141 Fxuydv gh qlyho
Od uhsuhvhqwdflöq phgldqwh fxuydv gh qlyho qrv gd xqd lghd gh föpr hv od
juäfd gh xqd ixqflöq gh grv yduldeohv1
Ghqlflöq 416 Xqd fxuyd gh qlyho gh xqd ixqflöq hv ho oxjdu jhrpìwulfr gh
orv sxqwrv hq orv txh od ixqflöq wrpd ho plvpr ydoru1
Odv fxuydv gh qlyho qr vh fruwdq qxqfd/ sxhvwr txh xq sxqwr qr sxhgh
whqhu grv lpäjhqhv1 Odv fxuydv gh qlyho gh xq ixqflöq vh rewlhqhq fruwdqgr
od vxshuflh uhsuhvhqwdwlyd gh od ixqflöq sru sodqrv krul}rqwdohv gh dowxud
f= Sru hoor/ vh rewhqguäq ljxdodqgr od ixqflöq gdgd d ydoruhv frqvwdqwhv |
uhsuhvhqwdqgr hq ho sodqr E{> | odv hfxdflrqhv dvð rewhqlgdv1
6B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4662-0 Matemáticas. Volumen II - 2008/2009 - UJI
Hmhpsor 418 Glexmd odv fxuydv gh qlyho gh od ixqflöq iE{> | ' {2 n |2=
Vroxflöq1 Ljxdodqgr od ixqflöq i d ydoruhv frqvwdqwhv whqhprv=
iE{> | ' f$ {2 n |2 ' f
Odv hfxdflrqhv rewhqlgdv/ {2 n |2 ' f> uhsuhvhqwdq hq ho sodqr E{> |> flu0
fxqihuhqfldv fhqwudgdv hq ho ruljhq | udglr
s
f sdud ydoruhv f A f/ sdud f ' f
vh wlhqh xq ýqlfr sxqwr/ ho Ef> f | sdud ydoruhv f ? f qr kd| fxuydv gh qlyho1
Vl glexmdprv yduldv gh hvwdv fxuydv/ sru hmhpsor sdud orv ydoruhv f ' > f ' e>
f ' b vh wlhqh=
-3 -2 -1 1 2 3
x
-3
-2
-1
1
2
3
y1
Yhprv d phglgd txh ho ydoru gh f dxphqwd/ vh wlhqhq flufxqihuhqfldv gh
udglr pd|ru1 Frpr hvwdv flufxqihuhqfldv fruuhvsrqghq do fruwh gh od vxshuflh
frq ho sodqr } ' f> srghprv ylvxdol}du od vxshuflh frpr xqd vxfhvlöq gh hvwdv
fxuydv gh phqru d pd|ru udglr d phglgd txh dxphqwd }=
-202
-2 0
2
0
1
2
3
z
Q
Hmhuflflr 414 Glexmd odv fxuydv gh qlyho gh od ixqflöq iE{> | ' {2  |=
Hmhuflflr 415 Rewìq od juäfd gh od ixqflöq iE{> | ' e  {2  |2 phgldqwh
fxuydv gh qlyho1
4161 GHULYDGDV SDUFLDOHV
Fxdqgr hvwxgldprv xqd ixqflöq gh xqd yduldeoh/ | ' iE{> vx ghulydgd
i E{ plgh od wdvd gh yduldflöq gh od ixqflöq fxdqgr od yduldeoh { fdpeld1
Sdud ixqflrqhv gh grv r päv yduldeohv txhuhprv hvwxgldu od yduldflöq gh od
ixqflöq uhvshfwr gh orv fdpelrv surgxflgrv hq fdgd yduldeoh lqghshqglhqwh
fxdqgr ho uhvwr gh yduldeohv shupdqhfhq frqvwdqwhv1
Sdud ho fdvr gh xqd ixqflöq gh grv yduldeohv } ' iE{> |> txhuhprv hvwxgldu
föpr yduðd i uhvshfwr gh xqd yduldflöq gh { fxdqgr | shupdqhfh frqvwdqwh |
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föpr yduðd i uhvshfwr gh | fxdqgr { shupdqhfh frqvwdqwh1 Rewhqhprv dvð odv
oodpdgdv ghulydgdv sdufldohv gh i uhvshfwr gh { | gh |> uhvshfwlydphqwh1
Ghqlflöq 417 Ghulydgd sdufldo gh od ixqflöq } ' iE{> | uhvshfwr gh { G
Ci
C{ E{> | ' *>4k<f
iE{n k> | iE{> |
k
Ghulydgd sdufldo gh od ixqflöq } ' iE{> | uhvshfwr gh { hq xq sxqwr
E{r> |r G
Ci
C{ E{r> |r ' *>4k<f
iE{r n k> |r iE{r> |r
k
Ghqlflöq 418 Ghulydgd sdufldo gh od ixqflöq } ' iE{> | uhvshfwr gh | G
Ci
C| E{> | ' *>4k<f
iE{> | n k iE{> |
k
Ghulydgd sdufldo gh od ixqflöq } ' iE{> | uhvshfwr gh | hq xq sxqwr
E{r> |r G
Ci
C{ E{r> |r ' *>4k<f
iE{r> |r n k iE{r> |r
k
Hvwd ghqlflöq vh jhqhudol}d sdud päv yduldeohv1
D hihfwrv suäfwlfrv | sdud od fodvh gh ixqflrqhv frq odv txh wudedmduhprv
kdelwxdophqwh/ srghprv dsolfdu odv uhjodv gh ghulydflöq frqrflgdv/ whqlhqgr
hq fxhqwd txh do ghulydu uhvshfwr gh xqd yduldeoh/ ho uhvwr gh yduldeohv kdq gh
frqvlghuduvh frqvwdqwhv1
Hmhpsor 419 Fdofxod odv ghulydgdv sdufldohv gh od ixqflöq=
iE{> | ' {| n {2|2 n {n |2
Vroxflöq1
Ci
C{ E{> | ' {
2| n 2{|2 n 
Ci
C| E{> | ' {
 n 2{2| n 2|= Q
Hmhpsor 41: Fdofxod odv ghulydgdv sdufldohv gh od ixqflöq=
iE{> | ' {|{2 n |2
Vroxflöq1
Ci
C{ E{> | '
|E{2 n |2 {|2{
E{2 n |22 '
|  {2|
E{2 n |22
Ci
C| E{> | '
{E{2 n |2 {|2|
E{2 n |22 '
{  {|2
E{2 n |22 = Q
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Hmhpsor 41; Fdofxod odv ghulydgdv sdufldohv gh od ixqflöq=
iE{> | ' {2 t? |
hq ho sxqwr E2> f=
Vroxflöq1 Fdofxodprv odv ghulydgdv sdufldohv=
Ci
C{ E{> | ' 2{ t? |
Ci
C| E{> | ' {
2 ULt |
| vxvwlwxlprv ho sxqwr1 Sru wdqwr=
Ci
C{ E2> f ' f
Ci
C| E2> f ' e= Q
Hmhpsor 41< Fdofxod odv ghulydgdv sdufldohv gh od ixqflöq=
iE{> | '
+
|
{2n|2 E{> | 9' Ef> f
f E{> | ' Ef> f
hq ho sxqwr Ef> f=
Vroxflöq1 Hq hvwh fdvr whqhprv txh dsolfdu od ghqlflöq gh ghulydgd=
Ci
C{ Ef> f ' *>4k<f
iEf n k> f iEf> f
k ' *>4k<f
f f
k ' *>4k<ff ' f
Ci
C| Ef> f ' *>4k<f
iEf> f n k iEf> f
k ' *>4k<f
k
k2  f
k ' *>4k<f
k
k ' *>4k<f ' = Q
Hmhpsor 4143 Fdofxod odv ghulydgdv sdufldohv gh od ixqflöq=
iE{> |> } ' {2|} n } *? |  {|}
Vroxflöq1 Hq hvwh fdvr whqhprv xqd ixqflöq gh wuhv yduldeohv/ sru wdqwr whq0
guhprv wuhv ghulydgdv sdufldohv=
Ci
C{ E{> |> } ' 2{|} 
|
}
Ci
C| E{> |> } ' {
2} n } | 
{
}
Ci
C} E{> |> } ' {
2| n *? | n {|}2 = Q
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Hmhuflflr 416 Fdofxod odv ghulydgdv sdufldohv gh odv vljxlhqwhv ixqflrqhv=
l, iE{> | ' ULt { t?E{ |
ll, iE{> | ' 2{n |{ |
lll, iE{> |> } ' t?E2{ }2 *?E{|  }
ly, iE{> | ' h{2  *?E{|2 
y, iE{> | ' h{2| *?E{n |
yl, iE{> | ' {2 @hU|@?E{| 
yll, iE{> |> } ' h{2n| t?2 }
ylll, iE{> | ' {|
l{, iE{> |> } ' { |{n}
416141 Od glihuhqfldo gh xqd ixqflöq gh grv yduldeohv
Ghqlflöq 419 Vhd } ' iE{> | xqd ixqflöq gh grv yduldeohv frq ghulydgdv
sdufldohv1 Vl g{ | g| vrq qýphurv uhdohv duelwudulrv/ ghqlprv od glihuhqfldo gh
} ' iE{> | hq E{> | | vh ghvljqd sru g} ö gi> frpr=
g} ' CiE{> |C{ g{n
CiE{> |
C| g|
Fxdqgr od yduldeoh { yduðd d {ng{ | od yduldeoh | yduðd d |ng|> od yduldflöq
gh od ixqflöq hv ho lqfuhphqwr gdgr sru=
{} ' iE{n g{> | n g| iE{> |
Vl g{ | g| vrq shtxhôrv/ hqwrqfhv {} vh sxhgh dsur{lpdu sru g} G
{}  g} ' CiE{> |C{ g{n
CiE{> |
C| g|
Hmhpsor 4144 Kdood od glihuhqfldo wrwdo gh od ixqflöq iE{> | ' {|> hq ho sxqwr
E2>  sdud orv lqfuhphqwrv g{ '314 | g| '315=
Vroxflöq1
g} ' | g{n { g|
oxhjr hq ho sxqwr E2>  G
g}
E2> '   314n 2  315 ' 31:
10B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4662-0 Matemáticas. Volumen II - 2008/2009 - UJI
Srghprv frpsdudu ho uhvxowdgr frq ho lqfuhphqwr wrwdo gh od ixqflöq=
{} ' iE514> 615 iE2>  ' 91:5 S ' 31:5= Q
416151 Ghulydgdv sdufldohv gh rughq vxshulru
Gdgd xqd ixqflöq gh grv yduldeohv } ' iE{> |> vxv ghulydgdv sdufldohv
Ci
C{ |
Ci
C| / oodpdgdv ghulydgdv sdufldohv sulphudv/ vrq d vx yh} ixqflrqhv gh odv
yduldeohv { h |= D sduwlu gh CiC{E{> |> srghprv frqvwuxlu grv qxhydv ixqflrqhv
wrpdqgr vxv ghulydgdv sdufldohv uhvshfwr gh { h |= Gho plvpr prgr srghprv
wrpdu odv ghulydgdv sdufldohv gh CiC| E{> | uhvshfwr gh { h |= Odv fxdwur ixqflrqhv
dvð rewhqlgdv vh oodpdq ghulydgdv sdufldohv vhjxqgdv gh iE{> | | vh ohv ghqrwd=
C
C{E
Ci
C{  '
C2i
C{2
C
C| E
Ci
C{  '
C2i
C|C{
C
C{E
Ci
C|  '
C2i
C{C|
C
C| E
Ci
C|  '
C2i
C|2
Hmhpsor 4145 Fdofxod odv ghulydv sdufldohv vhjxqgdv gh od ixqflöq=
iE{> | ' 2{2| n {|2 n { n |=
Vroxflöq1 Fdofxodprv hq sulphu oxjdu odv ghulydgdv sdufldohv sulphudv=
Ci
C{ ' e{| n |
2 n {2
Ci
C| ' 2{
2 n 2{| n 
sru wdqwr/ odv ghulydgdv vhjxqgdv vrq=
C2i
C{2 '
C
C{E
Ci
C{  '
C
C{Ee{| n |
2 n {2 ' e| n S{
C2i
C{C| '
C
C{E
Ci
C|  '
C
C{E2{
2 n 2{| n  ' e{n 2|
C2i
C|C{ '
C
C| E
Ci
C{  '
C
C| Ee{| n |
2 n {2 ' e{n 2|
C2i
C|2 '
C
C| E
Ci
C|  '
C
C| E2{
2 n 2{| n  ' 2{= Q
Hmhpsor 4146 Vl iE{> | ' t?{n|h2{> fdofxod odv ghulydv sdufldohv vhjxqgdv
hq Ef> =
Vroxflöq1 Fdofxodprv hq sulphu oxjdu odv ghulydgdv sdufldohv sulphudv=
Ci
C{ ' ULt{n 2|
h2{
Ci
C| ' |
2h2{
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sru wdqwr/ odv ghulydgdv vhjxqgdv vrq=
C2i
C{2 '
C
C{E
Ci
C{  '
C
C{EULt{n 2|
h2{ '  t? {n e|h2{
C2i
C{C| '
C
C{E
Ci
C|  '
C
C{E|
2h2{ ' S|2h2{
C2i
C|C{ '
C
C| E
Ci
C{  '
C
C| EULt{n 2|
h2{ ' S|2h2{
C2i
C|2 '
C
C| E
Ci
C|  '
C
C| E|
2h2{ ' S|h2{
Ilqdophqwh vxvwlwxlprv ho sxqwr Ef>  G
C2i
C{2 Ef>  ' e
C2i
C{C| Ef>  ' S
C2i
C|C{Ef>  ' S
C2i
C|2 Ef>  ' S= Q
Revhuyhprv txh hq orv hmhpsorv dqwhulruhv odv ghulydgdv C
2i
C|C{ |
C2i
C{C|
frlqflghq1
Gh pdqhud vlplodu vh ghqhq odv ghulydgdv sdufldohv dv> edv> ===
Hmhpsor 4147 Vhd iE{> | ' { t?E{n 2|= Fdofxod C
i
C{C|2 =
Vroxflöq1 Od ghulydgd sdufldo whufhud shglgd hv od vljxlhqwh=
Ci
C{C|2 '
C
C{E
C
C| E
Ci
C| 
Frphq}duhprv fdofxodqgr od ghulydgd sdufldo sulphud uhvshfwr gh | G
Ci
C| ' 2{
 ULtE{n 2|
d frqwlqxdflöq/ yroyhprv d ghulydu uhvshfwr gh | sdud rewhqhu od ghulydgd
vhjxqgd
C2i
C|2 '
C
C| E
Ci
C|  ' e{
 t?E{n 2|
Ilqdophqwh/ ghulydqgr od h{suhvlöq dqwhulru uhvshfwr gh { oohjdprv d od
ghulydgd whufhud txh exvfdprv=
Ci
C{C|2 '
C
C{E
C2i
C|2  ' 2{
2 t?E{n 2| 2{ ULtE{n 2|= Q
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Frqpxwdwlylgdg gh odv ghulydgdv vxfhvlydv
Whruhpd 4 +Whruhpd gh Vfkzdu}, Gdgd xqd ixqflöq } ' iE{> |> vl
+l, < CiC{ >
Ci
C| hq xq hqwruqr gh xq sxqwr E{r> |r>
+ll, < C
2i
C{C| hq xq hqwruqr gh xq sxqwr E{r> |r | hv frqwlqxd/
hqwrqfhv/
< C
2i
C|C{ | dghpäv
C2i
C|C{ '
C2i
C{C| =
Hvwh whruhpd vh sxhgh jhqhudol}du d q yduldeohv1
Hmhpsor 4148 Fdofxod odv ghulydgdv sdufldohv gh vhjxqgr rughq gh
iE{> | ' { t? | n | ULt e{
Vroxflöq1 Fdofxodprv hq sulphu oxjdu odv ghulydgdv sulphudv=
Ci
C{ E{> | '  t? |  e|
 t? e{
Ci
C| E{> | ' { ULt | n |
2 ULt e{
Yroylhqgr d ghulydu vh wlhqh=
C2i
C{2 E{> | ' S|
 ULt e{
C2i
C|2 E{> | ' { t? | n S| ULt e{
Fdofxodprv dkrud C2iC{C| G
C2i
C{C| '  ULt |  2|
2 t? e{
sxhvwr txh hvwd ixqflöq h{lvwh | hv frqwlqxd hq U2> vh yhulfdq odv frqglflrqhv
gho whruhpd gh Vfkzdu}/ sru wdqwr wdpelìq h{lvwh hq U2 od ixqflöq C2iC|C{ |
dghpäv frlqflgh frq C2iC{C| = Q
Hmhuflflr 417 Fdofxod C
i
C{C|C} |
Ci
C|C}C{> vlhqgr iE{> |> } ' h
{| ULt } frp0
suredqgr txh frlqflghq1
Hmhuflflr 418 Gdgd od ixqflöq xE{> |> } ' }2h{nD|> fdofxod=
d, C
ex
C}C|C{2 e,
Cex
C{2C|C}
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QRWD= Odv ixqflrqhv frq odv txh wdedmduhprv hq hvwh fxuvr yhulfdq odv
frqglflrqhv gho whruhpd gh Vfkzdu}/ sru hoor qr qrv suhrfxsduhprv gho rughq
gh ghulydflöq/ |d txh odv ghulydgdv fux}dgdv vlhpsuh frlqflgluäq1
416161 Ghulydgdv gh ixqflrqhv frpsxhvwdv
Pxfkrv prghorv hfrqöplfrv pdqhmdq ixqflrqhv frpsxhvwdv1 Vh wudwd gh
ixqflrqhv gh xqd r päv yduldeohv txh d vx yh} vrq ixqflrqhv gh rwudv yduldeohv/
txh oodpduhprv yduldeohv eävlfdv1
Hmhpsor 4149 Vxsrqjdprv txh od fdqwlgdg surgxflgd +rxwsxw, S hv ixqflöq
gho fdslwdo F | gho wudedmr W | dperv/ d vx yh}/ vrq ixqflrqhv gho wlhpsr w=
S ' F2 n hW
grqgh
FEw ' ff n 2w
W Ew ' 2w
ÁFöpr yduðd od fdqwlgdg surgxflgd frq ho wlhpsrB hv ghflu/ Áfxäqwr ydoh gSgw B
Hq jhqhudo/ Áföpr yduðd ho ydoru gh xqd ixqflöq frpsxhvwd fxdqgr yduðdq
orv ydoruhv gh vxv yduldeohv eävlfdvB
Sxhvwr txh vh qrv suhvhqwduäq glihuhqwhv fdvrv sdud fdgd sureohpd/ srgh0
prv hoderudu xq hvtxhpd gh äuero sdud rewhqhu iäflophqwh odv iöupxodv gh odv
ghulydgdv fruuhvsrqglhqwhv1
L, } ' I E{> | frq { ' iEw> | ' jEw G
[
\
)
W
W
g}
gw '
CI
C{
g{
gw n
CI
C|
g|
gw
Hmhpsor 414: Fdofxod g}gw > vlhqgr } ' I E{> | ' {
D  |2> grqgh { ' w2
h | ' hw=
Vroxflöq1
g}
gw '
CI
C{
g{
gw n
CI
C|
g|
gw ' D{
e2w 2|hw '
+whqlhqgr hq fxhqwd orv ydoruhv gh { h | hq ixqflöq gh w,
' fwb  2h2w= Q
14B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4662-0 Matemáticas. Volumen II - 2008/2009 - UJI
Hmhpsor 414; Fdofxod g}g{ vlhqgr } ' I Ex> y '
x
y > grqgh x ' t? { |
y ' h{=
Vroxflöq1
g}
g{ '
CI
Cx
gx
g{ n
CI
Cy
gy
g{ '

y ULt{n
x
y2 h
{ '
+whqlhqgr hq fxhqwd orv ydoruhv gh x | y hq ixqflöq gh {,
' h{ ULt {
t? {
h2{ h
{ ' h3{ ULt{ t? {h3{ ' h3{EULt{ t?{= Q
Hmhuflflr 419 Fdofxod gxgw vlhqgr x ' {| n |} n {}> grqgh { ' hw> | '

w
| } ' w2 =
LL, } ' I E{> |> w frq { ' iEw> | ' jEw G
g}
gw '
CI
C{
g{
gw n
CI
C|
g|
gw n
CI
Cw
Hmhpsor 414< Fdofxod g}gw vlhqgr } ' I E{> |> w ' {
2 n |2 n hw> grqgh
{ ' *? w h | ' ULt w=
Vroxflöq1
g}
gw '
CI
C{
g{
gw n
CI
C|
g|
gw n
CI
Cw ' 2{

w n 2|E t? w n h
w '
+whqlhqgr hq fxhqwd orv ydoruhv gh { h | hq ixqflöq gh w,
' 2 *? ww  2 t? w ULt wn h
w= Q
Ghprgr dqäorjr vh ghulydq odv ixqflrqhv frpsxhvwdv gh grv r päv yduldeohv
LLL, } ' I Ex> y frq x ' iE{> |> y ' jE{> | G
C}
C{ '
C}
Cx
Cx
C{ n
C}
Cy
Cy
C{
C}
C| '
C}
Cx
Cx
C| n
C}
Cy
Cy
C|
Hmhpsor 4153 Vhd } ' 2x n y> grqgh x ' {2 n ULt | | y ' | ULt{=
Fdofxod odv ghulydgdv sdufldohv sulphudv gh } uhvshfwr gh { | gh |=
Vroxflöq1
C}
C{ '
C}
Cx
Cx
C{ n
C}
Cy
Cy
C{ ' 2E2{ n E| t? { ' e{ | t?{=
C}
C| '
C}
Cx
Cx
C| n
C}
Cy
Cy
C| ' 2E t? | n EULt { ' 2 t? | n  ULt{ Q
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Hmhuflflr 41: Vhd } ' E n xy n z> grqgh x '
s
{2 n |2/ y ' h{| |
z ' t? {= Fdofxod odv ghulydgdv sdufldohv sulphudv gh } uhvshfwr gh { |
gh |=
Wdpelìq srguhprv fdofxodu ghulydgdv vxfhvlydv1
Hmhpsor 4154 Vhd } ' x2 n x t? y> grqgh x ' { n | | y ' 2{|= Fdofxod
C2}
C{2 =
Vroxflöq1 Fdofxodprv od ghulydgd sdufldo sulphud uhvshfwr gh { G
C}
C{ '
C}
Cx
Cx
C{ n
C}
Cy
Cy
C{ ' E2xn t? y n Ex ULt y2| '
+whqlhqgr hq fxhqwd orv ydoruhv gh x h y hq ixqflöq gh { h |,
' H{n S| n  t?E2{| n ES{| n 2|2 ULtE2{|
Ghulydqgr hvwd h{suhvlöq sdufldophqwh uhvshfwr gh { vh wlhqh=
C2}
C{2 ' H n S| ULtE2{| n S| ULtE2{| n ES{| n 2|
2E t?E2{|2|
' H n 2| ULtE2{| E2{|2 n e| t?E2{|= Q
Hmhuflflr 41; Vhd iE{> |> } ' {| ULt }2> grqgh { ' t? w> | ' hw | } ' w2 n =
Kdood gigw =
Hmhuflflr 41< Vhd iEx> y ' y t? x> grqgh x ' h{n| | y ' *?E|2n}2= Fdofxod
odv sdufldohv sulphudv gh i uhvshfwr gh vxv yduldeohv eävlfdv1
Hmhuflflr 4143 Vhd iEx> y ' x2nxy> grqgh x '
s
{2 n |e | y ' h{= Fdofxod
odv sdufldohv vhjxqgdv gh i uhvshfwr gh { | gh |=
4171 IXQFLRQHV YHFWRULDOHV
Ghqlflöq 41: Xqd ixqflöq yhfwruldo gh q yduldeohv hv xqd dsolfdflöq
i G Uq $ Up
E{> ===> {q$ E|> ===> |p ' EiE{> ===> {q> ===> ipE{> ===> {q
D odv ixqflrqhv i> ===> ip vh ohv oodpd ixqflrqhv frrughqdgdv r frpsrqhqwhv
gh i=
Xqd ixqflöq yhfwruldo i hv frqwlqxd hq xq sxqwr { ' E{> ===> {q vl or vrq
fdgd xqd gh vxv frpsrqhqwhv1
Xqd ixqflöq yhfwruldo i hv glihuhqfldeoh hq xq sxqwr { ' E{> ===> {q vl vxv
frpsrqhqwhv vrq ixqflrqhv frqwlqxdv frq ghulydgdv frqwlqxdv hq glfkr
sxqwr1
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Hmhpsor 4155 Od ixqflöq i G U2 $ U ghqlgd sru
iE{> | ' E{ n |> { |> |2
hv xqd ixqflöq yhfwruldo gh 5 yduldeohv | wuhv frpsrqhqwhv1
Ghqlflöq 41; Gdgd xqd ixqflöq yhfwruldo glihuhqfldeoh gh q yduldeohv | p
frpsrqhqwhv/ i ' Ei> ===> ip/ vh oodpd pdwul} mdfreldqd gh i d od pdwul} gh
glphqvlöq p  q irupdgd sru odv ghulydgdv sdufldohv gh odv frpsrqhqwhv gh
i G
Mi ' GiE{> ===> {q '
3
EC
Ci
C{ = = =
Ci
C{q111 111
Cip
C{ = = =
Cip
C{q
4
FD
Hmhpsor 4156 Od pdwul} mdfreldqd fruuhvsrqglhqwh d od ixqflöq gho hmhpsor
4155 hv od pdwul} gh glphqvlöq  2=
Mi ' GiE{> | '
3
EC
Ci
C{
Ci
C|
Ci2
C{
Ci2
C|
Ci
C{
Ci
C|
4
FD '
3
C
{2 
 
f 2|
4
D
417141 Frpsrvlflöq gh ixqflrqhv yhfwruldohv
Gdgdv odv ixqflrqhv yhfwruldohv i G Uq $ Us | j G Us $ Up> od ixqflöq
frpsxhvwd k ' j  i hv xqd ixqflöq yhfwruldo k G Uq $ Up( hv ghflu/ gh q
yduldeohv E{> ===> {q | p frpsrqhqwhv Ek> ===> kp=
Uq i$ Us j$ Up ~} 
k'ji
Hmhpsor 4157 Gdgd od ixqflöq iE{> |> } ' E2{ | n } > { n |2 | gdgd od
ixqflöq jEx> y ' Exn hy> y n h2x> ho hvtxhpd gh od ixqflöq frpsxhvwd hv
U
E{> |> }
i$
3<
U2
E2{ | n } ~} 
x
> {n |2 ~} 
y

j$
3<
U2
Exn hy ~} 
k
> y n h2x ~} 
k2

Od ixqflöq frpsxhvwd vhuä xqd ixqflöq k gh 6 yduldeohv E{> |> } | grv
frpsrqhqwhv Ek> k2= Vl uhdol}dprv od frpsrvlflöq rewhqhprv=
kE{> |> } ' Ej  iE{> |> } ' jEiE{> |> } ' jEE2{| n }> {n |2
' E2{| n } n h{n|2 > {n |2 n he{|n2}
Hmhuflflr 4144 Fdofxod od pdwul} mdfreldqd gh od ixqflöq k gho hmhpsor dqwh0
ulru1
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Fäofxor gh od Mdfreldqd dsolfdqgr od uhjod gh od fdghqd
Qxhvwur remhwlyr hv rewhqhu od pdwul} mdfreldqd gh xqd ixqflöq frpsxhvwd
vlq uhdol}du od frpsrvlflöq/ dsolfdqgr od vljxlhqwh uhjod=
Surslhgdg 4 +Uhjod gh od fdghqd, Vhd i G Uq $ Us xqd ixqflöq glih0
uhqfldeoh hq xq sxqwr d 5 Uq | vhd j G Us $ Up xqd ixqflöq glihuhqfldeoh
hq ho sxqwr e ' iEd= Hqwrqfhv/ od ixqflöq frpsxhvwd k ' ji hv glihuhqfldeoh
hq ho sxqwr d | dghpäv vh fxpsoh=
GEj  iEd ' GEjEiEd '
' GjEe GiEd
Hmhpsor 4158 Frqvlghuhprv od frpsrvlflöq gh ixqflrqhv gho hmhpsor dqwhulru
| fdofxohprv od mdfreldqd1
Vroxflöq1 Yhdprv föpr fdofxodu od mdfreldqd gh od frpsrvlflöq phgldqwh ho
surgxfwr gh pdwulfhv1 Od mdfreldqd gh od ixqflöq iE{> |> } ' E2{|n }> {n |2
hv=
GiE{> |> } '

2| 2{ 
 2| f

Od mdfreldqd gh od ixqflöq jEx> y ' Exn hy> y n h2x hv=
GjEx> y '

 hy
2h2x 

txh fdofxodgd hq iE{> |> } hv=
GjEiE{> |> } ' GjE2{| n }> {n |2 '

 h{n|2
2h2E2{|n} 

Hqwrqfhv=
GkE{> |> } ' GEjEiE{> |> } ' GjEiE{> |> } GiE{> |> } '
'

 h{n|2
2h2E2{|n} 



2| 2{ 
 2| f

'
'

2| n h{n|2 2{n 2|h{n|2 
e|he{|n2} n  e{he{|n2} n 2| 2he{|n2}

=Q
Dghpäv gh fdofxodu od pdwul} mdfreldqd gh od frpsrvlflöq gh grv ixqflrqhv
phgldqwh surgxfwr gh pdwulfhv/ wdpelìq srghprv kdooduod phgldqwh hvtxhpdv
gh äuero | dsolfdqgr od uhjod gh od fdghqd frpr hq od vhfflöq dqwhulru1
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Hmhpsor 4159 Frqvlghuhprv gh qxhyr ho hmhpsor dqwhulru | fdofxohprv od
mdfreldqd1
Vroxflöq1 Od mdfreldqd gh od ixqflöq frpsxhvwd k hv od pdwul}=
Mk '
3
EC
Ck
C{
Ck
C|
Ck
C}
Ck2
C{
Ck2
C|
Ck2
C}
4
FD
Whqhprv txh
k ' kEx> y
k2 ' k2Ex> y
grqgh x ' 2{ | n } | y ' {n |2=
Sru wdqwr/ odv ghulydgdv sdufldohv gh k | k2 vh rewhqguäq dsolfdqgr od
uhjod gh od fdghqd ylvwd hq od vhfflöq dqwhulru=
Ck
C{ '
Ck
Cx
Cx
C{ n
Ck
Cy
Cy
C{ '   2| n h
y   '
+whqlhqgr hq fxhqwd orv ydoruhv gh x | y hq ixqflöq gh { h |,
' 2| n h{n|2
Ck
C| '
Ck
Cx
Cx
C| n
Ck
Cy
Cy
C| '   2{n h
y  2| '
+whqlhqgr hq fxhqwd orv ydoruhv gh x | y hq ixqflöq gh { h |,
' 2{n 2|h{n|2
Ck
C} '
Ck
Cx
Cx
C} '    ' 
Dqäorjdphqwh/ vh fdofxodq odv sdufldohv gh od vhjxqgd frpsrqhqwh gh od
ixqflöq frpsxhvwd=
Ck2
C{ '
Ck2
Cx
Cx
C{ n
Ck2
Cy
Cy
C{ ' 2h
2x2| n  ' e|he{|n2} n 
Ck2
C| '
Ck2
Cx
Cx
C| n
Ck2
Cy
Cy
C| ' 2h
2x2{n 2| ' e{he{|n2} n 2|
Ck2
C} '
Ck2
Cx
Cx
C} ' 2h
2x ' 2he{|n2}
Od pdwul} mdfreldqd gh od ixqflöq frpsxhvwd k hv=
Mk '

2| n h{n|2 2{n 2|h{n|2 
e|he{|n2} n  e{he{|n2} n 2| 2he{|n2}

= Q
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Hmhpsor 415: Gdgdv odv ixqflrqhv iEw ' Ew2 n > hw | jEx> y ' Exy> xy >
fdofxod od mdfreldqd gh od ixqflöq k ' j  i=
Vroxflöq1 Ho hvtxhpd gh od frpsrvlflöq hv=
U
w
i$
3<
U2
Ew2 n  ~} 
x
> hw~}
y

j$
3<
U2
E xy~}
k
>
x
y~}
k2

Od mdfreldqd gh k vhuä xqd pdwul} gh glphqvlöq 2 =
Mk '
 gk
gw
gk2
gw

Whqhprv txh
k ' kEx> y
k2 ' k2Ex> y
grqgh x ' w2 n  | y ' hw=
Sru wdqwr/ odv ghulydgdv gh k | k2 uhvshfwr gh w vrq=
gk
gw '
Ck
Cx
gx
gw n
Ck
Cy
gy
gw ' y2wn xh
w ' hw2wn Ew2 n hw ' hwEw2 n 2wn 
gk2
gw '
Ck2
Cx
gx
gw n
Ck2
Cy
gy
gw '

y2w
x
y2h
w ' 2whw 
w2 n 
h2w h
w ' 2w w
2  
hw
Od pdwul} mdfreldqd hv=
Mk '

hwEw2 n 2wn 
h3wE2w w2  

= Q
Hmhpsor 415; Vhd iEw ' Ewn> h3w | vhd jEx> y ' xy = Vl k ' j  i> fdofxod/
dsolfdqgr od uhjod gh od fdghqd/ kEw=
Vroxflöq1 Ho hvtxhpd gh hvwd frpsrvlflöq hv=
U
w
i$
3<
U2
Ew n  ~} 
x
> h3w~}
y

j$
3<
Ux
y~}
k
Hq hvwh fdvr od pdwul} mdfreldqd wlhqh glphqvlöq ( hv ghflu/ sxhvwr txh
od frpsrvlflöq k hv xqd ixqflöq k G U $ U> or txh hq uhdolgdg vh rewlhqh hv
gk
gw ö kEw=
k ()
x $ w
y $ w
Sru wdqwr/
kEw ' gkgw '
Ck
Cx
gx
gw n
Ck
Cy
gy
gw ' E

y w
2 n Exy2 h
3wE '
+whqlhqgr hq fxhqwd orv ydoruhv gh x | y hq ixqflöq gh w,
' w2hw n hwEw n  ' hwEw n w2 n = Q
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Hmhuflflr 4145 Vhd iEx> y ' Ex2y> x
2
y > y
2n | vhd jE{> |> } ' {2n|2}n}2=
Fdofxod/ dsolfdqgr od uhjod gh od fdghqd/ od pdwul} mdfreldqd gh j  i=
Hmhuflflr 4146 Vhd iE{> | ' Eh{|> ULt{|> | | vhd jEx> y> z ' E2x n y> x n
z2= Fdofxod GEj  i dsolfdqgr od uhjod gh od fdghqd1
4181 IXQFLRQHV KRPRJÌQHDV
Odv ixqflrqhv krprjìqhdv vrq xqd fodvh gh ixqflrqhv txh wlhqhq lpsru0
wdqwhv dsolfdflrqhv hq dojxqrv fdpsrv gh od hfrqrpðd1 Frphq}duhprv hvwx0
gldqgr odv ixqflrqhv krprjìqhdv gh grv yduldeohv/ sru vhu odv päv vhqfloodv/
sdud oxhjr jhqhudol}du wrgr or hvwxgldgr1
418141 Ixqflrqhv krprjìqhdv gh grv yduldeohv
Ghqlflöq 41< Vhd iE{> | xqd ixqflöq hvfdodu gh grv yduldeohv ghqlgd hq
xq grplqlr G1 Ghflprv txh i hv xqd ixqflöq krprjìqhd gh judgr / vl sdud
fxdotxlhu E{> | 5 G | sdud wrgr n A f vh yhulfd
iEn {> n | ' n iE{> |
Hv ghflu/ vl do pxowlsolfdu odv grv yduldeohv sru xqd frqvwdqwh srvlwlyd n/ ho
ydoru gh od ixqflöq uhvxowd pxowlsolfdgr sru n1
Hylghqwhphqwh/ sdud txh od ghqlflöq dqwhulru whqjd vhqwlgr/ hv qhfhvdulr
txh ho grplqlr gh od ixqflöq/ G/ yhultxh od vljxlhqwh surslhgdg=
;E{> | 5 G | ;n A f, En {> n | 5 G
Xq frqmxqwr txh yhultxh hvwd surslhgdg vh oodpd frqr1 Hq hvwd vhfflöq/ vh
vxsrqguä txh orv grplqlrv gh odv ixqflrqhv frq odv txh wudedmhprv vhuäq vlhp0
suh frqrv1
Hmhpsor 415< Od ixqflöq iE{> | ' {
2  |2
{2 n |2 hv krprjìqhd gh judgr fhur/ |d
txh sdud fxdotxlhu n A f vh wlhqh=
iEn {> n | ' En {
2  En |2
En {2 n En |2 '
n2{2  n2|2
n2{2 n n2|2 '
n2E{2  |2
n2E{2 n |2 '
{2  |2
{2 n |2 ' n
fiE{> |=
Hmhpsor 4163 Od ixqflöq iE{> | ' { n 2|
2
{ hv xqd ixqflöq krprjìqhd gh
judgr 4/ |d txh sdud fxdotxlhu n A f vh wlhqh=
iEn {> n | ' n {n2En |
2
n { ' n {n
2n2|2
n { ' n {n
2n |2
{ ' nE{n
2|2
{  ' n
iE{> |1
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Hmhpsor 4164 Hq pxfkr prghorv hfrqöplfrv dsduhfhq ixqflrqhv gh grv yd0
uldeohv gh od irupd iE{> | ' F{s|t/ grqgh F/ s/ t vrq frqvwdqwhv | {  f/
|  f1 Xqd wdo ixqflöq vh oodpd ixqflöq gh Free0Grxjodv | hv xqd ixqflöq
krprjìqhd gh judgr sn t1 Hq hihfwr/ vl n A f=
iEn {> n | ' F En {sEn |t ' Fns{snt|t ' nsntF{s|t ' nsntiE{> |1
Hmhuflflr 4147 U1 Iulvfk +Qreho gh Hfrqrpðd hq 4<9<, | W1 Kddyhopr +Qr0
eho gh Hfrqrpðd hq 4<;<, uhdol}durq xq hvwxglr vreuh od ghpdqgd gh ohfkh/
hqfrqwudqgr od uhodflöq
iE{> | ' F {
513;
|418
vlhqgr F xqd frqvwdqwh srvlwlyd | grqgh iE{> | hv ho frqvxpr gh ohfkh/ { vx
suhflr uhodwlyr h | od uhqwd sru idplold1 Mxvwlfd txh iE{> | hv xqd ixqflöq
krprjìqhd | fdofxod vx judgr1
Surslhgdghv gh odv ixqflrqhv krprjìqhdv
Yhdprv d frqwlqxdflöq dojxqdv gh odv surslhgdghv gh odv ixqflrqhv kr0
prjìqhdv=
+l, Vl i / j vrq ixqflrqhv ghqlgdv vreuh ho plvpr frqr G | krprjìqhdv gh
judgrv  | / uhvshfwlydphqwh/ vh yhulfdq=
d, Vl  ' / hqwrqfhv i n j hv krprjìqhd gh judgr 1
e, i hv krprjìqhd gh judgr 1
f, i  j hv krprjìqhd gh judgr n =
g, Vl jE{> | 9' f/ sdud wrgr E{> | 5 G/ hqwrqfhv ij hv krprjìqhd gh
judgr  1
+ll, Vl i hv xqd ixqflöq krprjìqhd gh judgr / hqwrqfhv
iE{> | ' {iE> |{ ' |
iE{| > 
+lll, Vl i hv xqd ixqflöq krprjìqhd gh judgr / hqwrqfhv CiC{ |
Ci
C| vrq kr0
prjìqhdv gh judgr  1
+ly, Whruhpd gh Hxohu= iE{> | hv xqd ixqflöq krprjìqhd gh judgr  vl |
vöor vl {CiC{ n |
Ci
C| ' iE{> |1
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Hmhpsor 4165 Frpsuxhed odv wuhv ýowlpdv surslhgdghv sdud od ixqflöq iE{> | '
e{|2  {/ txh hv xqd ixqflöq krprjìqhd gh judgr 6 +Àfrpsuxìedor$,1
Vroxflöq1 Hylghqwhphqwh/ CiC{ ' e|
2  {2 | CiC| ' H{|/ vrq krprjìqhdv gh
judgr 5/ |d txh
Ci
C{ En {> n | ' eEn |
2  En {2 ' n2Ee|2  {2 ' n2CiC{ E{> |Ci
C| En {> n | ' HEn {En | ' n
2H{| ' n2CiC| E{> |
Frq or txh txhgd frpsuredgd od whufhud surslhgdg1
Wdpelìq vh wlhqh=
{CiC{ n|
Ci
C| ' {

e|2  {2

n| EH{| ' 2{|2{ ' Ee{|2{ ' iE{> |
| dvð khprv frpsuredgr ho Whruhpd gh Hxohu1
Hq fxdqwr d od vhjxqgd surslhgdg=
{iE> |{ ' {


e
|
{
2
 

' {e|
2
{2  {
 ' e{|2  { ' iE{> |
|iE{| >  ' |

#
e{| 

{
|
$
' e{|2  |{

| ' e{|
2  { ' iE{> |= Q
Hmhuflflr 4148 Frpsuxhed odv surslhgdghv 5/ 6 | 7 gh odv ixqflrqhv kr0
prjìqhdv frq odv ixqflrqhv gh orv hmhpsorv dqwhulruhv1
418151 Ixqflrqhv krprjìqhdv jhqhudohv
Odv ghqlflrqhv | surslhgdghv hvwxgldgdv hq od vhfflöq dqwhulru sxhghq jh0
qhudol}duvh sdud ixqflrqhv hvfdoduhv gh wuhv r päv yduldeohv1 Sdud hoor/ | hq
or txh vljxh/ i G G  Uq $ U vhuä xqd ixqflöq ghqlgd vreuh xq frqr
gh Uq> hv ghflu/ vreuh xq frqmxqwr wdo txh vl E{> {2> = = = > {q 5 G/ hqwrqfhv
En{> n{2> = = = > n{q 5 G/ sdud fxdotxlhu n A f1
Ghqlflöq 4143 Ghflprv txh xqd ixqflöq i hv krprjìqhd gh judgr  hq G
vl sdud fdgd E{> {2> = = = > {q 5 G | sdud fxdotxlhu n A f vh yhulfd=
iEn {> n {2> = = = > n {q ' niE{> {2> = = = > {q1
Hmhpsor 4166 Od ixqflöq iE{> |> } ' { | n }{2 n |2 n D}2 hv krprjìqhd gh judgr
/ |d txh
iEn {> n |> n } ' n { n | n En }En {2 n En |2 n DEn }2 '
n E{ | n }
n2 E{2 n |2 n D}2 '
' n
{ | n }
{2 n |2 n D}2 ' n
3iE{> |> }=
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Hmhuflflr 4149 Ghpxhvwud txh odv ixqflrqhv txh vh gdq d frqwlqxdflöq vrq
krprjìqhdv | fdofxod vx judgr gh krprjhqhlgdg=
+l, iE{> |> }> w ' {|  }w
+ll, iE{> |> } ' s{n | n }
Hmhuflflr 414: Ghpxhvwud txh od ixqflöq gh Free0Grxjodv jhqhudol}dgd/
iE{> {2> = = = > {q ' F {s {
s2
2   {sqq
hv krprjìqhd | ghwhuplqd vx judgr gh krprjhqhlgdg1
Frpr |d khprv lqglfdgr dqwhv/ vrq yäolgdv odv jhqhudol}dflrqhv gh odv
surslhgdghv ylvwdv hq od vhfflöq dqwhulru1 Sru vx lpsruwdqfld frpr surslhgdg
txh fdudfwhul}d d odv ixqflrqhv krprjìqhdv/ ghvwdfdprv ho vljxlhqwh whruhpd=
Whruhpd 5 +Whruhpd gh Hxohu, Vhd i xqd ixqflöq gh q yduldeohv frq gh0
ulydgdv sdufldohv frqwlqxdv hq xq frqr delhuwr G1 Hqwrqfhv i hv krprjìqhd gh
judgr  vl | vöor vl sdud fxdotxlhu E{> {2> = = = > {q 5 G vh yhulfd od vljxlhqwh
ljxdogdg=
q[
l'
{l
Ci
C{l
E{> {2> = = = > {q '  iE{> {2> = = = > {q1
Hmhuflflr 414; Gdgd od ixqflöq iE{> |> } '
s
{e n |e n }e/ ghpxhvwud txh hv
krprjìqhd | frpsuxhed txh vh yhulfd ho whruhpd gh Hxohu1
Sdud qdol}du hvwd vhfflöq ghglfdgd do hvwxglr gh odv ixqflrqhv krprjìqhdv/
vhôdoduhprv xqd gh vxv sulqflsdohv dsolfdflrqhv hfrqöplfdv= ho rxwsxw gh xq
surfhvr surgxfwlyr ylhqh gdgr sru xqd ixqflöq iE{> {2> = = = > {q/ hq ixqflöq gh
odv fdqwlgdghv {> {2> = = = > {q/ gh orv q lqsxwv txh lqwhuylhqhq hq ho surfhvr1 Hq
qxphurvdv rfdvlrqhv rfxuuh txh vl wrgdv odv fdqwlgdghv vh pxowlsolfdq sru xq
plvpr idfwru n/ ho rxwsxw uhvxowd pxowlsolfdgr sru ho plvpr idfwru> hv ghflu=
iEn {> n {2> = = = > n {q ' n iE{> {2> = = = > {q/ sdud fxdotxlhu n A f
Hoor vljqlfd txh i hv xqd ixqflöq krprjìqhd gh judgr  | hq hvwh fdvr ghflprv
txh od ixqflöq gh surgxfflöq gd xq uhqglplhqwr frqvwdqwh d hvfdod1 Hq ho
plvpr vhqwlgr/ fxdqgr xqd ixqflöq hv krprjìqhd gh judgr  ?  ghflprv txh
gd uhqglplhqwrv ghfuhflhqwhv d hvfdod | vl  A  txh gd uhqglplhqwrv fuhflhqwhv
d hvfdod1
Hmhpsor 4167 Od ixqflöq gh Free0Grxjodv jhqhudol}dgd
iE{> {2> = = = > {q ' F {s {
s2
2   {sqq
hv xqd ixqflöq krprjìqhd gh judgr sn s2n   n sq/ sru wdqwr whqguä uhqgl0
plhqwrv frqvwdqwhv d hvfdod fxdqgr sn s2n   n sq ' / ghfuhflhqwhv fxdqgr
s n s2 n   n sq ?  | fuhflhqwhv fxdqgr s n s2 n   n sq A 1
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4191 IXQFLRQHV LPSOÐFLWDV
D phqxgr qrv hqfrqwudprv frq ixqflrqhv ghqlgdv lpsoðflwdphqwh> hv gh0
flu/ frq hfxdflrqhv gh od irupd iE{> | ' f hq odv txh qr hv iäflo rewhqhu |
hq ixqflöq gh { ql { hq ixqflöq gh |1 Xqd hfxdflöq h{soðflwd txh uhodflrqdud
dpedv yduldeohv vhuðd gh od irupd | ' jE{ ö { ' kE|1 Fxdotxlhud gh hv0
wdv hfxdflrqhv sxhgh h{suhvduvh lpsoðflwdphqwh/ gh pdqhud wulyldo/ hvfulelhqgr
JE{> | ' |  jE{ ' f ö KE{> | ' {  kE| ' f1 Or txh qrv sodqwhdprv hq
hvwd vhfflöq hv fxäqgr | edmr txì frqglflrqhv srghprv hqfrqwudu xqd ixqflöq
txh ghvfuled | hq ixqflöq gh { r elhq { hq ixqflöq gh | gh irupd h{soðflwd/ hq
xq hqwruqr gh xq sxqwr Ed> e gh od fxuyd iE{> | ' f1
Vhd sxhv/ I xqd ixqflöq hvfdodu gh grv yduldeohv | frqvlghuhprv od hfxdflöq
I E{> | ' n/ vlhqgr n xqd frqvwdqwh1 Frpr |d vdehprv/ hvwd hfxdflöq hv od
hfxdflöq gh xqd gh odv fxuydv gh qlyho gh od ixqflöq I 1 Vl od hfxdflöq ghqh
| frpr ixqflöq gh { gh irupd lpsoðflwd hq xq flhuwr lqwhuydor gh U/ hv ghflu/
vl | ' iE{ | I E{> iE{ ' n sdud fdgd sxqwr { gh glfkr lqwhuydor/ qrv
suhjxqwdprv Áhv i ghulydeohBÁfxäqwr ydoh od ghulydgd gh iB1
Ho sureohpd sodqwhdgr or uhvroyhuhprv frq ho Whruhpd gh od Ixqflöq Lp0
soðflwd/ txh hqxqflduhprv h loxvwuduhprv frq hmhpsorv1 Od lpsruwdqfld gh hvwh
whruhpd udglfd hq txh qrv riuhfh od srvlelolgdg gh rewhqhu ghulydgdv gh ixq0
flrqhv ghqlgdv lpsoðflwdphqwh/ vlq qhfhvlgdg gh rewhqhu od ixqflöq gh irupd
h{soðflwd1
Whruhpd 6 +gh od Ixqflöq Lpsoðflwd sdud ixqflrqhv gh grv yduldeohv,
Vxsrqjdprv txh I G U2 $ U hv xqd ixqflöq fx|dv ghulydgdv sdufldohv sul0
phudv vrq frqwlqxdv1
Vl hq xq sxqwr Ed> e hq ho txh I Ed> e ' f vh yhulfd txh CIC| Ed> e 9' f/
hqwrqfhv h{lvwh xq hqwruqr X gh { ' d> h{lvwh xq hqwruqr Y gh | ' e | h{lvwh
xqd ýqlfd ixqflöq i G X $ Y yhulfdqgr=
41 I E{> iE{ ' f( ;{ 5 X 1
51 iE{ hv ghulydeoh | vx ghulydgd hv frqwlqxd1
61 | ' i E{ ' CI@C{CI@C| E{> |( ;{ 5 X | ;| ' iE{ 5 Y 1
Hmhpsor 4168 Yhdprv föpr srghprv dsolfdu ho whruhpd dqwhulru vl whqhprv
od hfxdflöq { n |  {2 n |2 ' f/ sdud fdofxodu |E{ hq orv sxqwrv hq orv
txh vhd srvleoh1
Vroxflöq1 Frqvlghuhprv od ixqflöq I E{> | ' { n |  {2 n |2/ txh hyl0
ghqwhphqwh hv frqwlqxd | wlhqh ghulydgdv sdufldohv sulphudv frqwlqxdv sru vhu
xqd ixqflöq srolqöplfd1 Sru rwud sduwh=
CI
C{ ' {
2  S{
CI
C| ' |
2 n S|
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Sru wdqwr/ hq orv sxqwrv Ed> e txh yhultxhq I Ed> e ' f | sdud orv txh
CI
C| Ed> e ' e
2nSe 9' f/ srghprv dvhjxudu txh od hfxdflöq {n|{2n|2 '
f/ ghqh | frpr ixqflöq gh { gh irupd lpsoðflwd | vh yhulfd=
| ' CI@C{CI@C| ' 
{2  S{
|2 n S| ' 
{2  2{
|2 n 2| 1 Q
Gh irupd päv jhqhudo qrv suhjxqwdprv fxäqgr xqd hfxdflöq gh od irupd
I E{> = = = > {q ' f +414,
ghqh d xqd gh odv yduldeohv/ sru hmhpsor {n/ frpr ixqflöq lpsoðflwd gh odv
ghpäv1 R/ fxäqgr xq vlvwhpd gh hfxdflrqhv
;
A?
A=
IE{> = = = > {q ' f
111
IpE{> = = = > {q ' fp
shuplwh hvwdeohfhu xqd uhodflöq ixqflrqdo gh od irupd
;
A?
A=
{ ' iE{pn> = = = > {q
111
{p ' ipE{pn> = = = > {q
Whruhpd 7 +gh od Ixqflöq Lpsoðflwd jhqhudo sdud xqd hfxdflöq, Vhd
od ixqflöq I G Uq $ U | vhd Ed> = = = > dq xq sxqwr gh vx grplqlr hq ho txh
vh yhulfdq=
+l, I Ed> = = = > dq ' f> hv ghflu/ ho sxqwr Ed> = = = > dq yhulfd od hfxdflöq
+414,1
+ll, Od ixqflöq I | vxv ghulydgdv sdufldohv sulphudv vrq frqwlqxdv hq xq
hqwruqr gho sxqwr Ed> = = = > dq1
+lll, CIC{n
Ed> = = = > dq 9' f> hv ghflu/ od ghulydgd sdufldo sulphud gh od ixq0
flöq/ uhvshfwr gh od yduldeoh ghshqglhqwh {n/ qr vh dqxod hq ho sxqwr
Ed> = = = > dq1
Edmr hvwdv frqglflrqhv od hfxdflöq I Ed> = = = > dq ' f ghqh lpsoðflwdphqwh
d od yduldeoh {n frpr ixqflöq lpsoðflwd gh odv ghpäv yduldeohv hq xq hqwruqr
gho sxqwr Ed> = = = > dq1
Hv ghflu/ h{lvwh xq hqwruqr X gh Ed> = = = > dn3> dnn> = = = > dq | h{lvwh xqd
ixqflöq i G X  Uq3 $ U wdohv txh=
41 iEd> = = = > dn3> dnn> = = = > dq ' dn1
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51 I E{> = = = > {n3> iE{> = = = > {n3> {nn> = = = > {q ~} 
{n
> {nn> = = = > {q ' f/ sdud
fxdotxlhu E{> = = = > {n3> {nn> = = = > {q 5 X 1
61 C{nC{l
Ee '  CI@C{lEeCI@C{nEe
/ sdud fxdotxlhu l ' > 2> = = = > n> nn> = = = > q
| sdud fxdotxlhu e 5 X 1
Hmhpsor 4169 Xqd hpsuhvd surgxfh xq elhq hpsohdqgr grv pdwhuldv sulpdv1
Od uhodflöq hqwuh od fdqwlgdg gho elhq surgxflgr/ F/ | odv fdqwlgdghv gh odv
pdwhuldv sulpdv hpsohdgdv E{> | ylhqh gdgd sru od hfxdflöq
*?F  {
2|
F n  ' f +415,
Sru rwud sduwh/ vdehprv txh sdud rewhqhu xqd xqlgdg gho elhq surgxflgr/
ghehprv hpsohdu xqd xqlgdg gh fdgd xqd gh odv pdwhuldv sulpdv qhfhvduldv
sdud vx ideulfdflöq1
Yhdprv txh hvwd uhodflöq/ edmr od frqglflöq hvwdeohflgd/ ghqh lpsoðflwd0
phqwh od fdqwlgdg surgxflgd hq ixqflöq gh odv fdqwlgdghv gh pdwhuldv sulpdv1
Vroxflöq1 Frqvlghuhprv od ixqflöq I EF> {> | ' *?F  {
2|
F n | yhdprv txh
yhulfd odv klsöwhvlv gho Whruhpd gh od Ixqflöq Lpsoðflwd hq xq hqwruqr gho
sxqwr E> > 1
+l, I E> >  ' f1
+ll, Od ixqflöq I hv frqwlqxd | wdpelìq or vrq vxv ghulydgdv sdufldohv sulphudv
hq fxdotxlhu sxqwr txh yhultxh F> {> | A f1
+lll, CICF '

F n
{2|
F2 ,
CI
CF E> >  ' 2 9' f1
Sru wdqwr/ od uhodflöq +415, ghqh od fdqwlgdg surgxflgd F frpr ixqflöq
lpsoðflwd gh odv fdqwlgdghv gh pdwhuldv sulpdv hpsohdgdv E{> |1 Hv ghflu/ h{lvwh
xq hqwruqr X gho sxqwr E>  | h{lvwh xqd ixqflöq i G X  U2 $ U wdohv
txh=
41 iE>  ' 1
51 iEiE{> |> {> | ' f/ sdud fxdotxlhu sxqwr E{> | 5 X 1
61 Srghprv rewhqhu odv surgxfwlylgdghv pdujlqdohv uhvshfwr d fdgd xqd gh
odv yduldeohv { h |=
CF
C{ ' 
CI
C{
CI
CF
' 
2{|F

F n
{2|
F2
' 2F{|F n {2| ,
CF
C{ E>  ' 
CF
C| ' 
CI
C|
CI
CF
' 
{
2
F

F n
{2|
F2
' F{
2
F n {2| ,
CF
C| E>  '

2 = Q
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Ilqdophqwh/ hqxqflduhprv ho whurhpd hq vx irupd päv jhqhudo/ dxqtxh hq
od suäfwlfd vöor or xwlol}duhprv sdud ixqflrqhv gh wuhv r fxdwur yduldeohv1
Whruhpd 8 +Whruhpd gh od Ixqflöq Lpsoðflwd, Vhd I G Uq $ Up/ frq
q A p/ xqd ixqflöq yhfwruldo gh frpsrqhqwhv EI> = = = > Ip | vhd Ed> = = = > dq
xq sxqwr gh vx grplqlr hq ho txh vh yhulfdq=
+l, ;
A?
A=
IEd> = = = > dq ' f
111
IpEd> = = = > dq ' fp
+416,
+ll, Od ixqflöq I | vxv ghulydgdv sdufldohv sulphudv vrq frqwlqxdv hq xq
hqwruqr gho sxqwr d ' Ed> = = = > dq1
+lll,

CI
C{
Ed    CIC{p
Ed
111 1 1 1 111
CIp
C{ Ed   
CIp
C{p
Ed

9' f
Edmr hvwdv frqglflrqhv srghprv dvhjxudu txh ho vlvwhpd gh hfxdflrqhv +416,
ghqh lpsoðflwdphqwh d odv yduldeohv {> = = = > {p frpr ixqflrqhv lpsoðflwdv gh
odv ghpäv yduldeohv/ {pn> = = = > {q> hq xq hqwruqr gho sxqwr Ed> = = = > dq1
Hv ghflu/ h{lvwh xq hqwruqr X gh Edpn> = = = > dq | h{lvwh xqd ixqflöq
i G X  Uq3p $ Up/ frqwlqxd | frq ghulydgdv sdufldohv sulphudv frqwlqxdv/
gh frpsrqhqwhv Ei> = = = > ip wdohv txh=
41 iEdpn> = = = > dq ' Ed> = = = > dp1
51 I EiE{pn> = = = > {q> = = = > ipE{pn> = = = > {q ~} 
{n
> {pn> = = = > {q ' Ef> = = = > fp/
sdud fxdotxlhu E{pn> = = = > {q 5 X 1
Ho whruhpd/ frpr vxv fdvrv sduwlfxoduhv dqwhulruhv/ qr qrv gd od irupd
h{soðflwd gh odv yduldeohv {> = = = > {p hq ixqflöq gh odv yduldeohv {pn> = = = > {q/
ql od irupd gh odv ghulydgdv1 Ìvwdv odv rewhqguhprv phgldqwh ghulydflöq gh odv
hfxdflrqhv | dsolfdflöq gh od uhjod gh od fdghqd/ frpr yhuhprv hq orv hmhpsorv
txh vljxhq1
Hmhpsor 416: Vhdq sD | sE orv suhflrv gh grv elhqhv D | E fx|dv ghpdqgdv
uhvshfwlydv vrq {D | {E1 Vh kd revhuydgr hpsðulfdphqwh od h{lvwhqfld gh odv
vljxlhqwhv uhodflrqhv hqwuh odv fxdwur pdjqlwxghv=
{2D n {D{E  sD  sE ' 2
{D  {2E n sD n sE ' 
+417,
Fxdqgr orv suhflrv vrq sD ' 2 | sE ' 2/ odv fdqwlgdghv ghpdqgdgdv uhvxowdq
vhu {D ' 2 | {E ' 1 Edmr hvwdv frqglflrqhv/ od ghpdqgd uhvxowd vhu ixqflöq gh
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orv suhflrv hq xq hqwruqr gh hvwrv ydoruhv/ sxhvwr txh od ixqflöq I G Ue $ U2
ghqlgd sru
I E{D> {E> sD> sE ' E{2D n {D{E  sD  sE>{D  {2E n sD n sE
yhulfd odv wuhv klsöwhvlv gho whruhpd/ frpr yhuhprv d frqwlqxdflöq=
+l, I E2> > 2> 2 ' E2> 1
+ll, I hv frqwlqxd | wrgdv vxv ghulydgdv gh fxdotxlhu rughq or vrq/ sru vhu
vxv frpsrqhqwhv ixqflrqhv srolqöplfdv1
+lll, CIC{D
' 2{D n {E/
CI
C{E
' {D/
CI2
C{D
' / CI2C{E
' 2{E1 Sru wdqwr

CI
C{D
E2> > 2> 2 CIC{E
E2> > 2> 2
CI2
C{D
E2> > 2> 2 CI2C{E
E2> > 2> 2

'

D 2
 2
 ' H 9' f= +418,
Vl dkrud ghulydprv odv hfxdflrqhv +417, frq uhvshfwr d sD/ dsolfdqgr od
uhjod gh od fdghqd/ sxhvwr txh {D | {E vrq ixqflrqhv gh orv suhflrv/ hv ghflu
{D ' {DEsD> sE | {E ' {EEsD> sE rewhqhprv=
;
AAA?
AAA=
2{D
C{D
CsD
n {E
C{D
CsD
n {D
C{E
CsD
  ' f
C{DCsD
 2{E
C{E
CsD
n  ' f
| vl dkrud sduwlfxodul}dprv hq ho sxqwr E{D> {E> sD> sE ' E2> > 2> 2 G
;
AAA?
AAA=
DC{DCsD
E2> 2 n 2C{ECsD
E2> 2 ' 
C{DCsD
E2> 2 2C{ECsD
E2> 2 ' 
Revhuyhprv txh ìvwh hv xq vlvwhpd gh Fudphu/ sxhv wlhqh ho plvpr qýphur
gh hfxdflrqhv txh gh lqföjqlwdv +txh vrq C{DCsD
E2> 2 | C{ECsD
E2> 2, | ho ghwhu0
plqdqwh gh od pdwul} gh orv frhflhqwhv hv glvwlqwr gh fhur +hv ho txh khprv
fdofxodgr hq +418,,1 Sru wdqwr/ dsolfdqgr od Uhjod gh Fudphu/ rewhqhprv=
C{D
CsD
E2> 2 '

 2
 2


D 2
 2

' f> C{ECsD
E2> 2 '

D 
 


D 2
 2

' eH '

2 1
Gho plvpr prgr/ hpsh}dqgr sru ghulydu odv hfxdflrqhv gh +417, frq uhv0
shfwr d sE/ fdofxoduðdprv
C{D
CsD
E2> 2 | C{ECsD
E2> 21
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Hmhuflflr 414< Fdofxod C{DCsD
E2> 2 | C{ECsD
E2> 2 gho hmhpsor dqwhulru1
Hmhpsor 416; Gdgr ho vlvwhpd gh hfxdflrqhv

{2 n {2} n |} ' D
2{} n {2|  2|2} '  +419,
yhdprv txh ghqh lpsoðflwdphqwh d | | d } frpr ixqflrqhv gh {/ | ' iE{ |
} ' jE{/ hq xq hqwruqr gh { '  gh pdqhud txh iE '  | jE ' 1
Vroxflöq1 Sdud hoor/ | sdud xvdu od plvpd qrwdflöq txh hq ho hqxqfldgr gho
Whruhpd gh od Ixqflöq Lpsoðflwd/ vhd
I E{> |> } ' E{2 n {2} n |}> 2{} n {2|  2|2}
+l, Do vxvwlwxlu E{> |> } sru E> >  hq ho vlvwhpd +419,/ odv hfxdflrqhv vh
wudqvirupdq hq lghqwlgdghv> hv ghflu/ I E> >  ' ED> 1
+ll, I hv frqwlqxd | wrgdv vxv ghulydgdv gh fxdotxlhu rughq or vrq/ sru vhu
vxv frpsrqhqwhv ixqflrqhv srolqöplfdv1
+lll, CIC| ' |
2}/ CIC} ' {
2 n |}2/ CI2C| ' {
2  e|}/ CI2C} ' 2{  2|
21
Sru wdqwr

CI
C| E> > 
CI
C} E> > 
CI2
C| E> > 
CI2
C} E> > 

'

 S
 f
 ' S 9' f= +41:,
Frq hoor khprv frpsuredgr txh vh yhulfdq odv klsöwhvlv gho whruhpd |/
sru wdqwr/ txh ho vlvwhpd +419, ghqh lpsoðflwdphqwh d | | d } frpr ixqflrqhv
gh {1 Vhdq hvwdv ixqflrqhv | ' iE{ | } ' jE{1
Ghulydqgr dpedv hfxdflrqhv frq uhvshfwr d {/ dsolfdqgr od uhjod gh od
fdghqd sxhv wdqwr | frpr } vrq ixqflrqhv gh {> vh wlhqh=

2{n S{jE{ n {2jE{ n i 2E{i E{jE{ n iE{j2E{jE{ ' f
2jE{ n 2{jE{ n S{iE{ n {2i E{ eiE{i E{jE{ 2i 2E{jE{ ' f
+41;,
gh grqgh/ sduwlfxodul}dqgr hq ho sxqwr E> iE> jE ' E> > =

2 n S n jE n i E n jE ' f
2 n 2jE n S n i E ei E 2jE ' f
hv ghflu/ rewhqhprv ho vlvwhpd gh Fudphu

i E n SjE ' H
i E ' H
Uhvroylhqgr hvwh vlvwhpd vh wlhqh= i E ' H | jE ' S 1 Q
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Hmhuflflr 4153 Uhvxhoyh odv grv fxhvwlrqhv vljxlhqwhv uhihuhqwhv do hmhpsor
dqwhulru=
+d, Mxvwlfd txh ho ýowlpr vlvwhpd hv gh Fudphu1
+e, Fdofxod i E | jE1 +Vxjhuhqfld= ghulyd frq uhvshfwr d { odv grv hfxd0
flrqhv gho vlvwhpd +41;, | surfhgh ghvsxìv frpr hq ho hmhpsor,1
41:1 H[WUHPRV GH IXQFLRQHV GH YDULDV YDULDEOHV
Ghqlflöq 4144 Vhd } ' iE{> | xqd ixqflöq uhdo gh grv yduldeohv ghqlgd
hq xq grplqlr G  U2= Vh glfh txh hq ho sxqwr Ed> e 5 G kd| xq pä{lpr
uhodwlyr r orfdo gh i vl sdud wrgrv orv sxqwrv gh xq flhuwr hqwruqr HEd> e vh
yhulfd txh iEd> e  iE{> |( hv ghflu=
<HEd> e  G@;E{> | 5 HEd> e, iEd> e  iE{> |
Gluhprv txh ho pä{lpr hv hvwulfwr vl iEd> e A iE{> | sdud fdgd sxqwr gho
hqwruqr1
Ghqlflöq 4145 Vhd } ' iE{> | xqd ixqflöq uhdo gh grv yduldeohv ghqlgd
hq xq grplqlr G  U2= Vh glfh txh hq ho sxqwr Ed> e 5 G kd| xq pðqlpr
uhodwlyr r orfdo gh i vl sdud wrgrv orv sxqwrv gh xq flhuwr hqwruqr HEd> e vh
yhulfd txh iEd> e  iE{> |( hv ghflu=
<HEd> e  G@;E{> | 5 HEd> e, iEd> e  iE{> |
Gluhprv txh ho pðqlpr hv hvwulfwr vl iEd> e ? iE{> | sdud fdgd sxqwr gho
hqwruqr1
Oodpduhprv h{wuhprv orfdohv d orv pä{lprv | pðqlprv uhodwlyrv gh xqd
ixqflöq1
Ghqlflöq 4146 Vhd } ' iE{> | xqd ixqflöq uhdo gh grv yduldeohv ghqlgd
hq xq grplqlr G  U2= Vh glfh txh hq ho sxqwr Ed> e 5 G kd| xq pä{lpr
devroxwr vl hq glfkr sxqwr od ixqflöq wrpd ho pd|ru ydoru> hv ghflu/ vl
iEd> e  iE{> |> ;E{> | 5 G
Gluhprv txh ho pä{lpr devroxwr hv hvwulfwr vl iEd> e A iE{> |> ;E{> | 5
G=
Ghqlflöq 4147 Vhd } ' iE{> | xqd ixqflöq uhdo gh grv yduldeohv ghqlgd hq
xq grplqlr G  U2=Vh glfh txh hq ho sxqwr Ed> e 5 G kd| xq pðqlpr devroxwr
vl hq glfkr sxqwr od ixqflöq wrpd ho phqru ydoru> hv ghflu/ vl
iEd> e  iE{> |> ;E{> | 5 G
Gluhprv txh ho pðqlpr devroxwr hv hvwulfwr vl iEd> e ? iE{> |> ;E{> | 5 G=
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41:141 Frqglflöq qhfhvduld gh h{wuhpr
Vhd } ' iE{> | xqd ixqflöq uhdo gh grv yduldeohv1
Vl hq xq sxqwr Ed> e kd| xq h{wuhpr orfdo/ hqwrqfhvG
;
AAA?
AAA=
Ci
C{ Ed> e ' f
Ci
C| Ed> e ' f
Hvwd frqglflöq hv qhfhvduld shur qr vxflhqwh1 H{lvwhq sxqwrv txh yhulfdq
hvwd frqglflöq | qr vrq ql pä{lprv ql pðqlprv orfdohv/ vrq orv oodpdgrv sxqwrv
gh vlood1
Sru wdqwr/ sdud kdoodu orv h{wuhprv gh xqd ixqflöq ghehprv uhvroyhu ho
vlvwhpd= ;
AAA?
AAA=
Ci
C{ E{> | ' f
Ci
C| E{> | ' f
Orv sxqwrv rewhqlgrv vh oodpdq sxqwrv fuðwlfrv | sxhghq vhu pä{lprv or0
fdohv/ pðqlprv orfdohv r sxqwrv gh vlood1
Hq jhqhudo/ gdgd xqd ixqflöq gh q yduldeohv/ iE{> ===> {q> uhvroyhuhprv ho
vlvwhpd= ;
AAAA?
AAAA=
Ci
C{
E{> | ' f
111
Ci
C{q
E{> | ' f
sdud kdoodu orv sxqwrv fuðwlfrv1
41:151 Frqglflöq vxflhqwh gh h{wuhpr orfdo
Sdud vdehu vl xq sxqwr fuðwlfr hv pä{lpr/ pðqlpr r sxqwr gh vlood/ gheh0
prv kdfhu xq hvwxglr gh orv vljqrv gh odv ghulydgdv vhjxqgdv gh od ixqflöq
vxvwlwxlgd hq glfkr sxqwr1
Ghqlflöq 4148 Gdgd xqd ixqflöq gh q yduldeohv/ iE{> ===> {q> vh oodpd pd0
wul} khvvldqd gh i d od pdwul}=
KiE{> ===> {q '
3
EEEEC
C2i
C{2
C2i
C{C{2 = = =
C2i
C{C{q
C2i
C{2C{
C2i
C{22
= = = C2iC{2C{q
111 111 1 1 1 111
C2i
C{qC{
C2i
C{qC{2   
C2i
C{2q
4
FFFFD
Hvwxgldprv ho vljqr gh od pdwul} khvvldqd edväqgrqrv hq ho pìwrgr gh
Mdfrel1
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Ghqlflöq 4149 Gdgd xqd pdwul} vlpìwulfd
D '
3
EEEC
d d2 = = = dq
d2 d22 = = = d2q
111 111 1 1 1 111
dq dq2    dqq
4
FFFD
oodpdprv phqruhv sulqflsdohv frqgxfhqwhv d orv phqruhv=
K ' d
K2 '

d d2
d2 d22

K '

d d2 d
d2 d22 d2
d d2 d

111
Kq ' mDm
Sdud fodvlfdu xq sxqwr fuðwlfr S ' Ed> ===> dq gh xqd ixqflöq i> vxvwlwxl0
prv glfkr sxqwr hq od pdwul} khvvldqd1 Vl mKiES m 9' f/ hqwrqfhv=
Vl K A f> K2 A f> ===>Kq A f> hq S kd| xq pðqlpr orfdo hvwulfwr1
Vl K ? f> K2 A f> ===> EnKn A f> ===> hq S kd| xq pä{lpr orfdo
hvwulfwr1
Vl rfxuuh fxdotxlhu rwud frpelqdflöq gh vljqrv> hq S kd| xq sxqwr gh
vlood1
Hmhpsor 416< Kdood | fodvlfd orv sxqwrv fuðwlfrv gh od ixqflöq
iE{> | ' {|  {  |
Vroxflöq1 Frpr vh kd ylvwr whqhprv txh kdoodu orv sxqwrv vroxflöq gho vlvwhpd
;
AAA?
AAA=
Ci
C{ E{> | ' |  {
2 ' f
Ci
C| E{> | ' { |
2 ' f
Gh od sulphud hfxdflöq ghvshmdprv | ' {2 | vxvwlwx|hqgr hq od vhjxqgd
rewhqhprv
{ {e ' f
gh grqgh vh wlhqh txh { ' f ö { ' = Sru wdqwr/ kd| grv sxqwrv fuðwlfrv= Ef> f
| E> =
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Sdud fodvlfduorv frqvwuxlprv od pdwul} khvvldqd=
KiE{> | '
3
EEC
C2i
C{2
C2i
C{C|
C2i
C|C{
C2i
C|2
4
FFD '

S{ 
 S|

Dsolfdprv ho pìwrgr gh Mdfrel d od pdwul} khvvldqd gh fdgd sxqwr1 Sdud
ho sxqwr Ef> f vh wlhqh=
KiEf> f '

f 
 f

Od vhfxhqfld txh whqhprv hv K ' f> K2 ' b ? f> sru wdqwr/ KiEf> f hv
xqd pdwul} lqghqlgd | Ef> f hv xq sxqwr gh vlood1
Sdud ho sxqwr E>  whqhprv=
KiE>  '

S 
 S

Od vhfxhqfld txh whqhprv hv K ' S ? f> K2 ' S  b A f> sru wdqwr/
KiE>  hv xqd pdwul} ghqlgd qhjdwlyd | ho sxqwr E>  hv xq pä{lpr orfdo
hvwulfwr1 Q
Hmhpsor 4173 Kdood | fodvlfd orv sxqwrv fuðwlfrv gh od ixqflöq=
iE{> |> } ' 2{2  |2  }2 n 2{| n 2|} n =
Vroxflöq1 Kdoodprv orv sxqwrv vroxflöq gho vlvwhpd
;
AAAA?
AAAA=
Ci
C{ E{> |> } ' e{n 2| ' fCi
C| E{> |> } ' 2| n 2{n 2} ' f
Ci
C} E{> |> } ' S} n 2| ' f
Od vroxflöq gh hvwh vlvwhpd hv { ' f> | ' f> } ' f> sru wdqwr whqhprv xq
ýqlfr sxqwr fuðwlfr= S ' Ef> f> f=
Sdud fodvlfduor frqvwuxlprv od pdwul} khvvldqd=
KiE{> | '
3
EC
C2i
C{2
C2i
C{C|
C2i
C{C}
C2i
C|C{
C2i
C|2
C2i
C|C}
C2i
C}C{
C2i
C}C|
C2i
C}2
4
FD '
3
C
e 2 f
2 2 2
f 2 S
4
D
Vxvwlwx|hqgr ho sxqwr S txhgd od plvpd pdwul}1 Od vhfxhqfld gh phqruhv
frqgxfhqwhv hv
K' e ? f> K2'

e 2
2 e
' S e A f> K'

e 2 f
2 2 2
f 2 S

' H ? f
sru wdqwr/ hv xqd pdwul} ghqlgd qhjdwlyd | ho sxqwr Ef> f> f hv xq pä{lpr
orfdo hvwulfwr1 Q
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Hmhuflflr 4154 Kdood | fodvlfd orv sxqwrv fuðwlfrv gh od ixqflöq=
iE{> |> } ' {2 n |2 n }2  {| n { 2}
Hmhuflflr 4155 Kdood | fodvlfd orv sxqwrv fuðwlfrv gh od ixqflöq=
iE{> | ' {  {| n |
41;1 H[WUHPRV FRQGLFLRQDGRV
Gdgd xqd ixqflöq gh grv yduldeohv iE{> |> txhuhprv kdoodu orv sxqwrv fuðwl0
frv gh i vxmhwrv d xqd frqglflöq kE{> | ' f= Ho surfhglplhqwr txh ydprv d
xwlol}du sdud uhvroyhu hvwh wlsr gh sureohpdv hv ho pìwrgr gh orv pxowlsolfdgruhv
gh Odjudqjh1
Sdud hoor frqvwuxlprv od vljxlhqwh ixqflöq=
OE{> |>  ' iE{> | n kE{> |
oodpdgd ixqflöq odjudqjldqd1
Orv h{wuhprv oleuhv gh od ixqflöq O vrq orv h{wuhprv frqglflrqdgrv gh od
ixqflöq i ( sru hoor/ ìvwrv vh rewhqguäq do uhvroyhu ho vlvwhpd=
;
AAAAAAAA?
AAAAAAA=
CO
C{ E{> |>  ' f
CO
C| E{> |>  ' f
CO
C E{> |>  ' f
Hq jhqhudo/ vxsrqjdprv txh gdgd xqd ixqflöq gh q yduldeohv iE{> ===> {q>
txhuhprv rswlpl}du od ixqflöq i vxmhwd d s uhvwulfflrqhv gdgdv sru odv hfxd0
flrqhv= ;
A?
A=
kE{> ===> {q ' f
111
ksE{> ===> {q ' f
Hq hvwh fdvr/ frphq}duhprv frpsuredqgr fxäqwdv hfxdflrqhv kd| ixq0
flrqdophqwh lqghshqglhqwhv | holplqduhprv dtxìoodv txh vhdq ghshqglhqwhv gho
uhvwr1 Vl ho udqjr gh od pdwul} Mdfreldqd
Mk '
3
EC
Ck
C{   
Ck
C{q111 1 1 1 111
Cks
C{   
Cks
C{q
4
FD
hv p/ wrpduhprv p hfxdflrqhv lqghshqglhqwhv | frqvwuxluhprv od ixqflöq od0
judqjldqd=
OE{> ===> {q> > ===> p ' iE{> ===> {qn kE{> ===> {qn ===npkpE{> ===> {q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Sdud kdoodu orv sxqwrv fuðwlfrv uhvroyhuhprv ho vlvwhpd gh qnp hfxdflrqhv
| qnp lqföjqlwdv= ;
AAAAAAAAAAAAAA?
AAAAAAAAAAAAAA=
CO
C{
' f
111
CO
C{q
' f
CO
C
' f
111
CO
Cp
' f
Revhuyhprv txh COCl
' klE{> ===> {q> l ' > ===>p=
Yhdprv föpr fodvlfdu orv sxqwrv fuðwlfrv rewhqlgrv1
Frqvwuxlprv/ od pdwul} khvvldqd ruodgd/ txh hv od pdwul} gh odv ghulydgdv
vhjxqgdv gh od ixqflöq O G
KO '
3
EEEEEEEEEC
C2O
C{2
= = = C2OC{C{q
C2O
C{C = = =
C2O
C{Cp
111 1 1 1 111 111 1 1 1 111
C2O
C{qC{ = = =
C2O
C{2q
C2O
C{qC = = =
C2O
C{qCp
C2O
CC{ = = =
C2O
CC{q
C2O
C2
= = = C2OCCp
111 1 1 1 111 111 1 1 1 111
C2O
CpC{ = = =
C2O
CpC{q
C2O
CpC = = =
C2O
C2p
4
FFFFFFFFFD
Sxhvwr txh COCl
' kl> vh wlhqh txh
C2O
ClC{m
' CklC{m
= Dghpäv/ vh wlhqh txh
C2O
ClCm
' f> ;l> m= Sru wdqwr/ srghprv h{suhvdu od pdwul} dqwhulru gh irupd
deuhyldgd=
KO '

KO{ MkW
Mk fpfp

grqgh KO{ uhsuhvhqwd ho eortxh gh odv ghulydgdv vhjxqgdv gh O uhvshfwr gh
odv yduldeohv {> ===> {q> fpfp uhsuhvhqwd xq eortxh gh wdpdôr pp irupdgr
sru fhurv | Mk hv od pdwul} mdfreldqd gh odv p uhvwulfflrqhv lqghshqglhqwhv1
D frqwlqxdflöq/ vxvwxwlprv hq KO ho sxqwr fuðwlfr txh txhuhprv fodvlfdu
rewhqlhqgr xqd pdwul} irupdgd sru frqvwdqwhv1
Frpsuredprv vl sdud glfkr sxqwr gdgr/ od pdwul} irupdgd sru ho eortxh
KO{ hv ghqlgd srvlwlyd/ hq hvh fdvr hq ho sxqwr kd| xq pðqlpr gho sureohpd
frqglflrqdgr1 Vl KO{ hv ghqlgd qhjdwlyd/ hq glfkr sxqwr kd| xq pä{lpr gho
sureohpd frqglflrqdgr1
Hq rwur fdvr/ qr srghprv ghgxflu qdgd | surfhghuhprv d xwlol}du xq pìwr0
gr gh fodvlfdflöq txh srghprv dsolfdu lqghshqglhqwhphqwh gho hvwxglr gh
KO{= Hvwh pìwrgr frqvlvwh hq uhvroyhu od hfxdflöq=
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
KO{  Lq MkW
Mk fpfp
 ' f
ghvshmdqgr = Hqwrqfhv=
Vl wrgrv orv ydoruhv gh  rewhqlgrv vrq srvlwlyrv/ ho sxqwr fuðwlfr fruuhv0
srqgh d xq pðqlpr gho sureohpd frqglflrqdgr1
Vl wrgrv orv ydoruhv gh  rewhqlgrv vrq qhjdwlyrv/ ho sxqwr fuðwlfr fruuhv0
srqgh d xq pä{lpr gho sureohpd frqglflrqdgr1
Hq rwur fdvr/ qr srghprv fodvlfdu ho sxqwr fuðwlfr1
Hmhpsor 4174 Rswlpl}d od ixqflöq iE{> |> } ' 2{n2|n} vxmhwd d odv frqgl0
flrqhv
{2 n |2 n }2   ' f
*?E{2 n |2 n }2 ' f
Vroxflöq1 Revhuydprv txh ho udqjr gh od pdwul}
Mk '

2{ 2| 2}
2{
{2n|2n}2
2|
{2n|2n}2
2}
{2n|2n}2

hv > sru hoor ho sureohpd sodqwhdgr vh uhgxfh d rswlpl}du od ixqflöq i vxmhwd
d xqd gh hvwdv grv frqglflrqhv1 Wrpduhprv od päv vhqflood1
Frqvwuxlprv od ixqflöq odjudqjldqd=
OE{> |> }>  ' 2{n 2| n } n  E{2 n |2 n }2  
Uhvroyhprv ho vlvwhpd=
;
AAAAAAAAAAAAA?
AAAAAAAAAAAAA=
CO
C{ ' 2 n 2{ ' f
CO
C| ' 2 n 2| ' f
CO
C} '  n 2} ' f
CO
C ' {
2 n |2 n }2   ' f
Gh od sulphud hfxdflöq srghprv ghvshmdu { hq ixqflöq gh =
{ '  >
gh od vhjxqgd hfxdflöq ghvshmdprv | hq ixqflöq gh =
| ' 
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| gh od whufhud hfxdflöq ghvshmdprv } hq ixqflöq gh =
} ' 2
sdud vxvwlwxlu orv wuhv ydoruhv hq od fxduwd hfxdflöq/ hqwrqfhv=



2
n



2
n


2
2
  ' f
gh grqgh

2
n 
2
n 
e2
' $ b
e2
' $ b ' e2 $ 2 ' be $  ' 	

2
Vl  ' 2 > hqwrqfhv { '

 '
2
 > | '

 '
2
 | } '

2 '

 =
Vl  ' 2 > hqwrqfhv { '

 ' 
2
 > | '

 ' 
2
 | } '

2 ' 

 =
Sru wdqwr/ rewhqhprv orv sxqwrv fuðwlfrv=
S ' E2 >
2
 >

 sdud  '

2
|
T ' E2 >
2
 >

  sdud  '

2
Frqvwuxlprv dkrud od pdwul} khvvldqd ruodgd=
KO '
3
EEC
2 f f 2{
f 2 f 2|
f f 2 2}
2{ 2| 2} f
4
FFD
Sdud fodvlfdu ho sxqwr S or vxvwlwxlprv hq od khvvldqd ruodgd=
KOES  '
3
EEC
 f f e
f  f e
f f  2e

e

2
 f
4
FFD
Whqlhqgr hq fxhqwd txh
KO{ES  '
3
C
 f f
f  f
f f 
4
D
hv xqd pdwul} ghqlgd qhjdwlyd/ ghgxflprv txh hq S kd| xq pä{lpr1
Fodvlfdprv dkrud ho sxqwr T=
KOET '
3
EEC
 f f e
f  f e
f f  2
e 
e
 
2
 f
4
FFD
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Whqlhqgr hq fxhqwd txh
KO{ET '
3
C
 f f
f  f
f f 
4
D
hv xqd pdwul} ghqlgd srvlwlyd/ ghgxflprv txh hq T kd| xq pðqlpr1
Wdpelìq srgðdprv kdehu fodvlfdgr orv sxqwrv vljxlhqgr ho surfhglplhqwr
jhqhudo1
Sdud ho sxqwr S> odv vroxflrqhv gh od hfxdflöq

  f f e
f   f e
f f   2e

e

2
 f

' e2  2e S ' f
vrq  '  | 2 ' = Frpr dpedv vrq qhjdwlydv/ hq ho sxqwr S kd| xq
pä{lpr1
Sdud ho sxqwr T> odv vroxflrqhv gh od hfxdflöq

  f f e
f   f e
f f   2
e 
e
 
2
 f

' e2 n 2e S ' f
vrq  '  | 2 ' = Frpr dpedv vrq srvlwlydv/ hq ho sxqwr T kd| xq pðqlpr1
Q
Hmhpsor 4175 Xqd hpsuhvd ideulfd grv surgxfwrv hq fdqwlgdghv { h | txh
yhqgh d orv suhflrv=
s{ ' f
{
e | s| ' Df
|
2 n {>
uhvshfwlydphqwh1
Vx ixqflöq gh frvwhv wrwdohv hv=
FE{> | ' {
2
e  {n
|2
2  e| n 2{|
Vl ho wrwdo gh od surgxfflöq kd gh vhu 63 xqlgdghv/ kdood odv fdqwlgdghv txh kd|
txh ideulfdu gh fdgd surgxfwr sdud txh ho ehqhflr rewhqlgr vhd pä{lpr | gd
ho ydoru gh glfkr ehqhflr1
Vroxflöq1 Ho sureohpd frqvlvwh hq rswlpl}du od ixqflöq gh ehqhflrv vxmhwd d
od frqglflöq=
{n | ' f
Fdofxohprv od ixqflöq gh ehqhflrv E G
E ' L  F
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grqgh L hv od ixqflöq gh lqjuhvrv | F od ixqflöq gh frvwhv1 Sru wdqwr/
EE{> | ' E{s{ n |s| FE{> |
' {Ef {e  n |EDf
|
2 n { E
{2
e  {n
|2
2  e| n 2{|
' f{ {
2
e n Df| 
|2
2 n {| 
{2
e n {
|2
2 n e|  2{|
' {
2
2  |
2 n {n De|  {|
Frqvwuxlprv od ixqflöq odjudqjldqd=
OE{> |>  ' {
2
2  |
2 n {n De|  {| n  E{n |  f
| uhvroyhprv ho vlvwhpd=
;
AAAAAAA?
AAAAAAAA=
CO
C{ ' {n  | n  ' f
CO
C| ' 2| n De {n  ' f
CO
C ' {n |  f ' f
Od vroxflöq gh hvwh vlvwhpd olqhdo hv { ' .> | ' 2>  ' =
Oxhjr whqhprv xq sxqwr fuðwlfr=
S ' E.> 2 frq  ' =
Sdud frpsuredu txh vh wudwd gh xq pä{lpr/ frqvwuxlprv dkrud od khvvldqd
ruodgd=
KOES  '
3
C
  
 2 
  f
4
D
Yhdprv vl srghprv fodvlfdu ho sxqwr dsolfdqgr ho pìwrgr gh Mdfrel d od
pdwul}=
KO{ES  '

 
 2

Frpr od vhfxhqfld gh orv vljqrv gh orv phqruhv frqgxfhqwhv hv
K '  ? f> K2 '

 
 2
 '  A f
srghprv ghgxflu txh hq S kd| xq pä{lpr1 Ho ydoru gho ehqhflr rewhqlgr vh
rewlhqh vxvwlwx|hqgr odv fdqwlgdghv rewhqlgdv hq od ixqflöq E G
EE.> 2 ' .
2
2  2
2 n   . n De  2 .  2 ' :7718 Q
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Hmhpsor 4176 Orv ehqhflrv gh xqd hpsuhvd txh ideulfd wuhv surgxfwrv D>
E | F hq fdqwlgdghv {/ | | }/ uhvshfwlydphqwh/ ylhqhq ghwhuplqdgrv sru od
ixqflöq=
EE{> |> } ' 2{| n 2|} n 2f{ {2  |2
Vl od hpsuhvd vöor sxhgh vdfdu do phufdgr xq wrwdo gh 4;3 xqlgdghv/ fdofxod
txì fdqwlgdg gheh surgxflu gh fdgd surgxfwr sdud txh orv ehqhflrv vhdq
pä{lprv1
Vroxflöq1 Ho sureohpd frqvlvwh hq rswlpl}du od ixqflöq E vxmhwd d od frqglflöq=
{n | n } ' Hf
Sdud hoor/ frqvwuxlprv od ixqflöq odjudqjldqd=
OE{> |> }>  ' 2{| n 2|} n 2f{ {2  |2 n  E{n | n }  Hf
| uhvroyhprv ho vlvwhpd=
;
AAAAAAAAAAAA?
AAAAAAAAAAAA=
CO
C{ ' 2| n 2f n2{n  ' f
CO
C| ' 2{n 2}  2| n  ' f
CO
C} ' 2| n  ' f
CO
C ' {n | n }  Hf ' f
fx|d vroxflöq hv { ' f> | ' Sf> } ' f>  ' 2f=
Oxhjr whqhprv xq sxqwr fuðwlfr=
S ' Ef> Sf> f frq  ' 2f1
Sdud frpsuredu txh vh wudwd gh xq pä{lpr/ frqvwuxlprv dkrud od khvvldqd
ruodgd=
KOES  '
3
EEC
2 2 f 
2 2 2 
f 2 f 
   f
4
FFD
Yhdprv vl srghprv fodvlfdu ho sxqwr dsolfdqgr ho pìwrgr gh Mdfrel d od
pdwul}=
KO{ES  '
3
C
2 2 f
2 2 2
f 2 f
4
D
Frpr od vhfxhqfld gh orv vljqrv gh orv phqruhv frqgxfhqwhv hv
K ' 2 ? f> K2 '

2 2
2 2
 ' f> K A f
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qr srghprv ghgxflu qdgd gh od fodvlfdflöq gh S ( sru hoor/ exvfdprv odv vrox0
flrqhv gh od hfxdflöq

2  2 f 
2 2  2 
f 2  
   f

' f
Ghvduuroodqgr ho ghwhuplqdqwh rewhqhprv=
2  S 2 ' f
fx|dv vroxflrqhv vrq  ' 3H32
I
.
 | 2 '
3Hn2
I
.
 =
Frpr  | 2 vrq qhjdwlydv/ hq ho sxqwr S kd| xq pä{lpr1 Hv ghflu/
sdud txh orv ehqhflrv rewhqlgrv vhdq pä{lprv/ odv fdqwlgdghv txh od hpsuhvd
ghehuä ideulfdu vrq f xqlgdghv gho surgxfwr D> Sf gho surgxfwr E | f gho
surgxfwr F= Q
Hmhuflflr 4156 Orv lqjuhvrv gh xqd hpsuhvd txh ideulfd wuhv surgxfwrv D>
E | F hq fdqwlgdghv {/ | | }/ uhvshfwlydphqwh/ ylhqhq ghwhuplqdgrv sru od
ixqflöq=
LE{> |> } ' 2{| n |} n {} n {2 n }2
vlhqgr od ixqflöq gh frvwhv=
FE{> |> } ' {2 n }2 n {| n 2|}
Vl od hpsuhvd vöor sxhgh vdfdu do phufdgr xq wrwdo gh 933 xqlgdghv/ fdofxod
txì fdqwlgdg gheh surgxflu gh fdgd surgxfwr sdud txh orv ehqhflrv vhdq
pä{lprv1
Hmhuflflr 4157 Xqd hpsuhvd ideulfd wuhv wlsrv gh juýdv/ vlhqgr odv fdqwlgdghv
surgxflgdv do phv= {/ | | }1 Orv frvwhv gh surgxfflöq hq ixqflöq gho qýphur
gh fdgd wlsr gh juýd ideulfdgd ylhqhq gdgrv sru od ixqflöq=
FE{> |> } ' {2 n 2|2  2{ H| n }2  S} n ff
+d, Fdofxod orv ydoruhv gh {/ | | } sdud txh orv frvwhv gh surgxfflöq vhdq
pðqlprv1
+e, Vl ho qýphur pä{lpr gh juýdv txh vh sxhghq yhqghu do phv hv S/
fdofxod dkrud ho qýphur gh juýdv txh vh ghehq ideulfdu gh fdgd wlsr sdud txh
orv frvwhv vhdq pðqlprv1
42B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4662-0 Matemáticas. Volumen II - 2008/2009 - UJI
WHPD 5
LQWHJUDFLÖQ
5141 FÄOFXOR GH SULPLWLYDV
Ghqlflöq 514 Ghflprv txh od ixqflöq I E{ hv xqd sulplwlyd gh od ixqflöq
iE{ hq ho lqwhuydor od> ed/ vl I E{ ' iE{/ sdud fdgd { 5 od> ed1
Qrwd1 Hq ho frqwh{wr gho fäofxor gh sulplwlydv/ fxdqgr qr vh hvshflfd ho
lqwhuydor hq txh xqd ixqflöq hv sulplwlyd gh rwud/ hqwhqghuhprv txh hv hq ho
pd|ru lqwhuydor srvleoh grqgh wlhqhq vhqwlgr dpedv ixqflrqhv1
Hmhpsor 514
d, Od ixqflöq I E{ ' {2 hv xqd sulplwlyd gh od ixqflöq iE{ ' 2{1
e, Od ixqflöq I E{ ' t? { hv xqd sulplwlyd gh od ixqflöq iE{ ' ULt{1
f, Od ixqflöq I E{ ' 2h2{n hv xqd sulplwlyd gh od ixqflöq iE{ ' h2{n1
g, Od ixqflöq I E{ ' *?E{2 n  hv xqd sulplwlyd gh iE{ ' 2{{2 n  =
Shur wdpelìq vrq sulplwlydv gh i odv ixqflrqhv= JE{ ' *?E{2 n  n .>
KE{ ' *?E{2 n  > hwf1
Frpr khprv ylvwr hq ho dsduwdgr g, gho hmhpsor dqwhulru/ vl xqd ixqflöq
wlhqh xqd sulplwlyd wlhqh lqqlwdv> hv ghflu/ vl I E{ hv xqd sulplwlyd gh od
ixqflöq iE{/ hqwrqfhv I E{nF/ vlhqgr F xq qýphur uhdo fxdotxlhud/ wdpelìq
hv xqd sulplwlyd gh iE{1
Hmhuflflr 514 Ghpxhvwud od dupdflöq dqwhulru1
Ghqlflöq 515 Gdgd xqd ixqflöq iE{/ oodpdprv lqwhjudo lqghqlgd gh iE{
do frqmxqwr gh wrgdv odv sulplwlydv gh iE{1 Or uhsuhvhqwduwhprv
]
iE{ g{
Dvð/ vl I E{ hv xqd sulplwlyd gh iE{/ hvfuleluhprv=
]
iE{ g{ ' I E{ n F
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Hmhpsor 515
d,
]
{g{ ' {
e
e n F=
e,
]
h{g{ ' h
{ n F=
f,
]
t? { '  ULt {n F=
Hmhuflflr 515 Mxvwlfd odv wuhv ljxdogdghv gho hmhpsor dqwhulru1
514141 Surslhgdghv gh od lqwhjudo lqghqlgd
l,
]
i E{g{ ' iE{ n F1
Hmhpsor 516
]
E{g{ '
]
{2g{ ' { n F=
ll,
]
iE{g{

' iE{1
Hmhpsor 517
]
ULtE{g{

'

 t?E{ n F
 '  ULtE{ n f ' ULtE{1
lll,
]
diE{ n jE{o g{ '
]
iE{g{n
]
jE{g{1
Hmhpsor 518
]
E{n h3{g{ '
]
{g{n
]
h3{g{ ' {
2
2 n F n

h
3{ n F2 '
' {22 

h3{ n F1
ly,
]
iE{g{ ' 
]
iE{g{1
Hmhpsor 519
]
S t?E2{g{ ' S
]
t?E2{g{ ' S2 ULtE2{ n F '  ULtE2{ n F1
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Odv grv ýowlpdv surslhgdghv frqvwlwx|hq od surslhgdg gh olqhdolgdg gh od
lqwhjudo1
Hmhuflflr 516 Ghpxhvwud odv surslhgdghv  | e1
514151 Lqwhjudohv lqphgldwdv
Orv pìwrgrv gh lqwhjudflöq txh yhuhprv hq od vljxlhqwh vhfflöq vh edvdq
hq wudqvirupdflrqhv txh hihfwxdprv vreuh od lqwhjudo txh txhuhprv fdofxodu
frq ho q gh wudqvirupduod hq od lqwhjudo gh xqd ixqflöq hohphqwdo vhqflood/
txh hv frqrflgd gh dqwhpdqr1 Qhfhvlwdprv/ sxhv/ xqd olvwd gh hvwdv lqwhjudohv
frqrflgdv/ vrq odv oodpdgdv lqwhjudohv lqphgldwdv1 Qrvrwurv khprv hohjlgr odv
txh dsduhfhq d frqwlqxdflöq1
l,
]
diE{oq i E{g{ ' diE{o
qn
qn  n F> ;q 5 U ij1
ll,
] i E{
iE{ g{ ' *? miE{mn F1
lll,
]
diE{i E{g{ ' d
iE{
*? d n F1 ;d A f> d 9' 1
Hq sduwlfxodu/
]
hiE{i E{ ' hiE{ n F1
ly,
]
ULt EiE{ i E{ ' t?EEiE{ n F1
y,
]
t? EiE{ i E{ '  ULtEEiE{ n F1
yl,
] i E{
ULt2 iE{g{ ' |@?EiE{ n F1
yll,
] i E{
t?2 iE{
g{ '  UL|EiE{ n F1
ylll,
] i E{s
 iE{2
g{ ' @hUt?EiE{ n F1
l{,
] i E{
 n iE{2g{ ' @hU|@?EiE{ n F1
{,
] i E{s
iE{2 n d2
g{ ' *?
iE{ n
s
iE{2 n d2
n F1
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514161 Pìwrgrv gh lqwhjudflöq
Lqwhjudflöq sru sduwhv
Ho pìwrgr gh lqwhjudflöq sru sduwhv frqvlvwh hq dsolfdu od vljxlhqwh ljxdogdg
]
xgy ' xy 
]
ygx +514,
sdud ho fäofxor gh sulplwlydv gh flhuwrv wlsrv gh ixqflrqhv/ dojxqrv gh orv fxdohv
yhuhprv d frqwlqxdflöq1
Hq od lqwhjudo lqlfldo/ vh oh oodpd x d xqd sduwh | gy do uhvwr/ frq od ýql0
fd uhvwulfflöq gh txh od sduwh d od txh oodpdprv gy gheh frqwhqhu d g{1 D
sduwlu gh x/ sru ghulydflöq/ rewhqguhprv gx | d sduwlu gh gy/ sru lqwhjudflöq/
rewhqguhprv y | |d hvwduhprv hq frqglflrqhv gh dsolfdu od iöupxod1
Wudwduhprv gh hohjlu odv sduwhv gh irupd txh x vhd vhqflood gh ghulydu | gy
vhqflood gh lqwhjudu |/ sru vxsxhvwr/ txh od qxhyd lqwhjudo txh dsduhfh hq ho
vhjxqgr plhpeur gh od iöupxod/ vhd päv vhqflood txh od txh whqðdprv ruljlqdo0
phqwh1
Lqwhjudohv gh od irupd
]
sE{hd{neg{/ grqgh sE{ hv xqd ixqflöq
srolqöplfd1
Hq hvwh fdvr kdfhprv=
x ' sE{ , gx ' sE{ g{
gy ' hd{ne g{ , y ' dhd{ne
Hmhpsor 51: Fdofxod
]
E{ Dh{g{1
Vroxflöq1 Hq hvwh fdvr odv sduwhv vrq=
x ' { D , gx '  g{
gy ' h{ g{ , y ' h{
Dsolfdqgr od iöupxod +514, whqhprv=
]
E{Dh{g{ ' E{Dh{
]
h{g{ ' E{Dh{h{nF ' E{Hh{nF= Q
Lqwhjudohv gh od irupd
]
sE{ t?Ed{ n eg{ ö
]
sE{ ULtEd{ n eg{/
grqgh sE{ hv xqd ixqflöq srolqöplfd1
Gh irupd dqäorjd do fdvr dqwhulru=
x ' sE{ , gx ' sE{ g{
gy ' t?Ed{n e g{ , y ' d ULtEd{n e> ö
gy ' ULtEd{n e g{ , y ' d t?Ed{n e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Hmhpsor 51; Fdofxod
]
E{2  {n  ULtED{ 2g{1
Vroxflöq1 Hq hvwh fdvr odv sduwhv vrq=
x ' {2  {n  , gx ' E2{  g{
gy ' ULtED{ 2 g{ , y ' D t?ED{ 2
Dsolfdqgr od iöupxod +514, whqhprv=
]
E{2{n ULtED{2g{ ' {
2  {n 
D t?ED{2

D
]
E2{ t?ED{2g{
+515,
Od lqwhjudo gho vhjxqgr plhpeur hv gho plvpr wlsr txh od lqlfldo/ shur päv
vhqflood/ srutxh do dsolfdu od lqwhjudflöq sru sduwhv khprv uhgxflgr hq xqd
xqlgdg ho judgr gho srolqrplr gho lqwhjudqgr1 Sdud uhvroyhu hvwd vhjxqgd lqwh0
judo kdfhprv odv sduwhv=
x ' 2{  , gx ' 2 g{
gy ' t?ED{ 2 g{ , y ' D ULtED{ 2
gh grqgh/ vxvwlwx|hqgr hq +515,=
]
E{2  {n  ULtED{ 2g{ '
' {
2  {n 
D t?ED{2

D

2{ D ULtED{ 2
2
D
]
ULtED{ 2g{

'
' {
2  {n 
D t?ED{ 2 n
2{ 
2D ULtED{ 2
2
2D

D t?ED{ 2 n F '
' 2D{
2  .D{n 2
2D t?ED{ 2 n
2{ 
2D ULtED{ 2 n F= Q
Lqwhjudohv gh od irupd
]
h{n t?Ed{n eg{ ö
]
h{n ULtEd{n eg{1
Hq hvwh fdvr kdfhprv=
x ' t?Ed{n e , gx ' d ULtEd{n e g{/ ö
x ' ULtEd{n e , gx ' d t?Ed{n e g{
gy ' h{n g{ , y ' h
{n
Hmhpsor 51< Fdofxod
]
t? { h2{ g{1
Vroxflöq1 Hq hvwh fdvr odv sduwhv vrq=
x ' t?{ , gx ' ULt{ g{
gy ' h2{ g{ , y ' 2h2{
Dsolfdqgr od iöupxod vh lqwhjudflöq sru sduwhv=
]
t?{ h2{ g{ ' 2h
2{ t? { 2
]
h2{ ULt {g{ +516,
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x ' ULt{ , gx '  t? { g{
gy ' h2{ g{ , y ' 2h
2{
| vxvwlwx|hqgr hq +516,=
]
t?{ h2{g{ ' 2h
2{ t? { 2
]
h2{ ULt{g{ '
' 2h
2{ t? { 2


2h
2{ ULt{ 2
]
h2{ t? {g{

'
' 2h
2{ t? { eh
2{ ULt{ e
]
h2{ t? {g{=
Vl yroylìudprv d dsolfdu od lqwhjudflöq sru sduwhv d od ýowlpd lqwhjudo rewhqlgd/
qr dfdeduðdprv qxqfd/ sxhv fdgd lqwhjudo gh od irupd
]
t? { h2{g{ vh wudqv0
irupd hq rwud gh od irupd
U
ULt{ h2{g{ | ylfhyhuvd1 Vlq hpedujr/ suhvwdqgr
dwhqflöq do uhvxowdgr rewhqlgr=
]
t? { h2{g{ ' 2h
2{ t? { eh
2{ ULt{ e
]
t? { h2{g{
revhuydprv txh od lqwhjudo txh dsduhfh hq dperv plhpeurv gh od ljxdogdg hv
od plvpd1 Wudwdqgr hvwd ljxdogdg frpr xqd hfxdflöq gh sulphu judgr hq od
txh od lqföjqlwd hv od lqwhjudo txh suhwhqghprv fdofxodu> hv ghflu/ sdvdqgr ho
wìuplqr gho vhjxqgr plhpeur txh frqwlhqh d od lqwhjudo do sulphur/ rewhqhprv=

 n e
]
t? { h2{g{ ' 2h
2{ t? { eh
2{ ULt{,
D
e
]
t? { h2{g{ ' 2h
2{ t? { eh
2{ ULt{,
]
t? { h2{g{ ' eD


2h
2{ t? { eh
2{ ULt{

n F ,
]
t? { h2{g{ ' 2Dh
2{ t? { Dh
2{ ULt{n F= Q
Hmhuflflr 517 Fdofxod
]
ULt { h{g{1 +Vxjhuhqfld= dsolfd ho pìwrgr gh lqwh0
judflöq sru sduwhv wrpdqgr x ' t?{/ gy ' t? {g{ | surfhgh frpr hq ho
hmhpsor dqwhulru,1
Lqwhjudflöq gh dojxqdv ixqflrqhv wudvfhqghqwhv
Hmhpsor 5143 Fdofxod
]
@hUt? {g{1
Vroxflöq1 Hq hvwh fdvr odv sduwhv vrq=
x ' @hUt? { , gx ' I3{2 g{
gy ' g{ , y ' {
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Dsolfdqgr od iöupxod vh lqwhjudflöq sru sduwhv=
]
@hUt? {g{ ' { @hUt?{
] {s
 {2
g{
Hvfulelhqgr od udð} gh od lqwhjudo gho vhjxqgr plhpeur frq h{srqhqwh iudf0
flrqdulr/ yhprv txh glfkd lqwhjudo hv lqphgldwd/ dvð=
]
@hUt? {g{ ' { @hUt? {
]
{E {23 2g{ '
' { @hUt? { 2
]
2{E {23 2g{ '
' { @hUt? {n 2
E {2 2

2
n F '
' { @hUt? {n
s
 {2 n F= Q
Hmhpsor 5144 Fdofxod
]
{ *?2 { g{1
Vroxflöq1 Hq hvwh fdvr odv sduwhv vrq=
x ' *?2 { , gx ' 2 *? { { g{
gy ' { g{ , y ' {ee
Dsolfdqgr od iöupxod vh lqwhjudflöq sru sduwhv vh wlhqh
]
{ *?2 {g{ ' {
e
e *?
2 {
] {e
e 2 *? {

{g{
gh grqgh/ vlpsolfdqgr/ rewhqhprv=
]
{ *?2 {g{ ' {
e
e *?
2 { 2
]
{ *? {g{
Yroylhqgr d dsolfdu od lqwhjudflöq sru sduwhv sdud fdofxodu gho vhjxqgr plhp0
eur/ kdflhqgr hvwd yh}
x ' *? { , gx ' { g{
gy ' { g{ , y ' {ee
whqhprv=
]
{ *?2 {g{ ' {
e
e *?
2 { 2

{e
e *?{
] {e
e

{g{

'
' {
e
e *?
2 { {
e
H *? {n

H
]
{g{ '
' {
e
e *?
2 { {
e
H *? {n
{e
2 n F= Q
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Lqwhjudflöq sru ghvfrpsrvlflöq
Ho pìwrgr gh ghvfrpsrvlflöq frqvlvwh hq ghvfrpsrqhu od ixqflöq gho lqwh0
judqgr hq vxpd gh rwudv ixqflrqhv päv vhqfloodv gh lqwhjudu | fdofxodu ghvsxìv
od lqwhjudo lqlfldo dsolfdqgr od olqhdolgdg gh od lqwhjudo1
Qrvrwurv vöor dsolfduhprv hvwh pìwrgr sdud ho fäofxor gh od lqwhjudo gh
dojxqdv ixqflrqhv udflrqdohv1 Qrv olplwduhprv/ sxhv/ do fäofxor gh lqwhjudohv gh
od irupd
] S E{
TE{g{/ grqgh S E{ | TE{ vrq ixqflrqhv srolqöplfdv wdohv txh ho
judgr gh S E{ hv lqihulru do gh TE{ | TE{ hv wdo txh vöor wlhqh udðfhv uhdohv>
hv ghflu/ wrgdv odv vroxflrqhv gh od hfxdflöq TE{ ' f/ vrq qýphurv uhdohv1
Vl ho judgr gho srolqrplr gho qxphudgru ixhud pd|ru r ljxdo txh ho judgr gho
srolqrplr gho ghqrplqdgru/ surfhghuðdprv d hihfwxdu od glylvlöq gh srolqrplrv=
S E{ TE{
UE{ FE{
| dsolfdu od ghvfrpsrvlflöq=
S E{
TE{ ' FE{ n
UE{
TE{ >
vlhqgr ho judgr gh UE{ lqihulru do gh TE{1 Uhvxowd dkrud=
] S E{
TE{g{ '
]
FE{g{n
] UE{
TE{g{
grqgh od sulphud lqwhjudo gho vhjxqgr plhpeur hv lqphgldwd +sru vhu od lqwhjudo
gh xqd ixqflöq srolqöplfd, | od vhjxqgd hv gho wlsr txh suhwhqghprv hvwxgldu1
Sdud fdofxodu od lqwhjudo
] S E{
TE{g{/ vlhqgr juES E{ ? juETE{/ khprv gh
uhdol}du od ghvfrpsrvlflöq hq iudfflrqhv vlpsohv gh od ixqflöq gho lqwhjudqgr/
sdud hoor surfhghuhprv vhjýq ho vljxlhqwh hvtxhpd=
l, Kdoodprv odv udðfhv gho srolqrplr TE{/ frq ho q gh rewhqhu od ghvfrp0
srvlflöq idfwruldo gh glfkr srolqrplr1 Hq hvwd ghvfrpsrvlflöq idfwruldo/
sru od uhvwulfflöq lpsxhvwd dqwhulruphqwh/ vöor dsduhfhuäq idfwruhv gh od
irupd E{  r gh od irupd E{ q/ vlhqgr >  5 U | q ' 2> > = = =
ll, Ghvfrpsrqhprv od iudfflöq S E{TE{ hq iudfflrqhv vlpsohv> hv ghflu/ hq vxpd
gh iudfflrqhv gh od irupd=
d, D{  / sru fdgd idfwru gho wlsr E{ txh dsduh}fd hq od ghvfrp0
srvlflöq gh TE{1
e, E{  n
E2
E{ 2 n   n
Eq
E{ q / sru fdgd idfwru gho wlsr E{
q
txh dsduh}fd hq od ghvfrpsrvlflöq gh TE{1
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lll, Ghwhuplqdprv odv frqvwdqwhv txh dsduhfhq hq orv qxphudgruhv gh odv
iudfflrqhv vlpsohv/ ljxdodqgr od iudfflöq S E{TE{ d vx ghvfrpsrvlflöq/ frpr
yhuhprv hq orv hmhpsorv txh ylhqhq d frqwlqxdflöq1
ly, Fdofxoduhprv od lqwhjudo whqlhqgr hq fxhqwd txh odv lqwhjudohv gh odv
iudfflrqhv vlpsohv vrq lqphgldwdv/ sxhv=
d,
] D
{ g{ ' D
] 
{ g{ ' D *? m{ mn F1
e,
] En
E{ n g{ ' En
]
E{ 3n g{ ' En
E{ 3nn
n n  n F>
vlhpsuh txh n A 1
Hmhpsor 5145 Fdofxod
] 2{n D
{2  D{n eg{1
Vroxflöq1 Odv udðfhv gho ghqrplqdgru vrq { '  | {2 ' e/ sru wdqwr=
{2  D{n e ' E{ E{ e
| od iudfflöq gho lqwhjudqgr vh ghvfrpsrqh hq iudfflrqhv vlpsohv frpr=
2{n D
{2  D{n e '
D
{  n
E
{ e
gh grqgh/ uhgxflhqgr do pðqlpr frpýq ghqrplqdgru
2{n D
{2  D{n e '
DE{ e nEE{ 
E{ E{ e
Vl odv iudfflrqhv gh dperv plhpeurv vrq ljxdohv/ do vhu ljxdohv orv ghqrpl0
qdgruhv +od ghvfrpsrvlflöq gho ghqrplqdgru gh od sulphud hv ho ghqrplqdgru
gh od vhjxqgd,/ wdpelìq or vhuäq orv qxphudgruhv> hq frqvhfxhqfld=
2{n D ' DE{ e nEE{ 
Gdqgr ydoruhv d { hq dperv plhpeurv gh od ýowlpd ljxdogdg rewhqhprv D |
E=
{ ' , . ' D, D ' .
{ ' e,  ' E , E ' 
Sru wdqwr=
] 2{n D
{2  D{n eg{ '
] 3.

{ g{n
] 

{ eg{ '
.
 *? m{ mn

 *? m{ emnF Q
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Hmhpsor 5146 Fdofxod
] {e n 2{  2{2  e{n S
{ n {2  e g{1
Vroxflöq1 Frpr ho judgr gho qxphudgru qr hv lqihulru do gho ghqrplqdgru
hihfwxdprv od glylvlöq/ rewhqlhqgr frpr frflhqwh FE{ ' {   | frpr uhvwr
UE{ ' {2 n 21 Gh dtxð=
{e n 2{  2{2  e{n S
{ n {2  e ' {  n
{2 n 2
{ n {2  e
Sdud fdofxodu od lqwhjudo gh od iudfflöq gho vhjxqgr plhpeur frphq}dprv
sru ghvfrpsrqhu ho srolqrplr gho ghqrplqdgru/ rewhqlhqgr=
{ n {2  e ' E{ E{n 22
Sru wdqwr=
{2 n 2
{ n {2  e '
D
{  n
E
{n 2 n
F
E{n 22 '
' DE{n 2
2 nEE{ E{n 2 n FE{ 
E{ E{n 22
Ljxdodqgr orv qxphudgruhv=
{2 n 2 ' DE{n 22 nEE{ E{n 2 n FE{ 
Gdqgr ydoruhv d {/ rewhqhprv orv ydoruhv gh D> E | F=
{ ' ,  ' bD, D ' 
{ ' 2, S ' F , F ' 2
{ ' f, 2 ' eD 2E  F , 2 ' e  2E n 2, E '
2

Dvð=
] {2 n 2
{ n {2  eg{ '
] 

{ g{n
] 2

{n 2g{n
] 2
E{n 22g{ '
'  *? m{ mn
2
 *? m{n 2m  2
E{n 23
 n F
Ilqdophqwh=
] {e n 2{  2{2  e{n S
{ n {2  e g{ '
]
E{ g{n
] {2 n 2
{ n {2  eg{ '
' {
2
2  {n

 *? m{ mn
2
 *? m{n 2mn
2
{n 2 n F= Q
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Hmhpsor 5147 Fdofxod
] { n {n 2
{e n S{ n 2{2 n H{g{1
Vroxflöq1 Od ghvfrpsrvlflöq idfwruldo gho srolqrplr gho ghqrplqdgru hv
{E{n 2
gh grqgh
{ n {n 2
{e n S{ n 2{2 n H{ '
D
{ n
E
{n 2 n
F
E{n 22 n
G
E{n 2 '
' DE{n 2
 nE{E{n 22 n F{E{n 2 nG{
{E{n 2
Sru wdqwr=
{ n {n 2 ' DE{n 2 nE{E{n 22 n F{E{n 2 nG{
Gdqgr ydoruhv d { rewhqhprv orv ydoruhv gh D> E> F | G=
{ ' f, 2 ' HD, D ' e
{ ' 2, H ' 2G, G ' e
{ ' , e ' 2.Dn bE n F nG
{ ' , f ' DE  F G
Vxvwlwx|hqgr hq odv grv ýowlpdv ljxdogdghv orv ydoruhv rewhqlgrv sdud D |
G/ rewhqhprv ho vlvwhpd gh grv hfxdflrqhv frq grv lqföjqlwdv

bE n F ' 2.e
E  F ' De
gh grqgh E ' e | F ' 
b
2 1 Frq wrgr hoor srghprv hvfulelu=
] { n {n 2
{e n S{ n 2{2 n H{g{ '
] 
e
{g{n
] 
e
{n 2g{n
] b2
E{n 22g{n
] e
E{n 2g{
' e *? m{mn

e *? m{n 2mn
b
2E{n 2
2
E{n 22 nF=Q
Lqwhjudflöq sru vxvwlwxflöq
Hvwh pìwrgr frqvlvwh hq vxvwlwxlu od ixqflöq gho lqwhjudqgr/ iE{/ sru xqd
qxhyd ixqflöq txh ghshqgd gh rwud yduldeoh/ sru hmhpsor w> hv ghflu/ kdfhprv
{ ' jEw | glihuhqfldprv hq dperv plhpeurv/ rewhqlhqgr g{ ' jEwgw1 Do
vxvwlwxlu hq od lqwhjudo lqlfldo vh rewlhqh/ vl khprv hohjlgr dghfxdgdphqwh od
ixqflöq jEw/ xqd lqwhjudo päv iäflo gh fdofxodu=
]
iE{g{ '
]
iEjEwi Ewgw ' I Ew n F
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Dkrud/ xqd yh} uhvxhowd od lqwhjudo hq od yduldeoh w/ ghvkdfhprv ho fdpelr gh
yduldeoh rewhqlhqgr ]
iE{g{ ' I EkE{ n F/
vlhqgr w ' kE{ od lqyhuvd gh od ixqflöq lqyhuvd gh od ixqflöq { ' jEw1
Dghpäv gh hohjlu od ixqflöq jEw gh irupd txh od lqwhjudo uhvxowdqwh wudv
ho fdpelr gh yduldeoh vhd päv vhqflood gh uhvroyhu txh od lqwhjudo ruljlqdo/ od
ixqflöq jEw kd gh vhu xqd ixqflöq txh dgplwd ixqflöq ghulydgd frqwlqxd | qr
qxod | wdo txh dgplwd ixqflöq lqyhuvd w ' kE{1
Hmhpsor 5148 Fdofxod
] s{
 n 
s
{ g{
Vroxflöq1 Sxhvwr txh hq ho lqwhjudqgr dsduhfh xqd udð} fxdgudgd | xqd udð}
fýelfd/ uhdol}dprv ho fdpelr gh yduldeoh
{ ' wS , g{ ' SwDgw
sdud txh ghvdsduh}fdq dpedv udðfhv1
Vxvwlwx|hqgr hq od lqwhjudo whqhprv=
] s{
 n 
s
{g{ '
] swS
 n 
s
wS
SwDgw ' S
] wH
w2 n gw
txh hv xqd lqwhjudo udflrqdo/ fx|d uhvroxflöq khprv hvwxgldgr hq od vhfflöq
dqwhulru1
Frpr ho judgr gho srolqrplr gho qxphudgru hv pd|ru txh ho judgr gho
srolqrplr gho ghqrplqdgru hihfwxdprv od glylvlöq hqwhud/ rewhqlhqgr frpr
frflhqwh fEw ' wS  we n w2   | frpr uhvwr uEw ' w2 n / gh grqgh
] s{
 n 
s
{g{ ' S
] wH
w2 n gw ' S
] 
wS  we n w2   n w2 n 

gw '
' S

w.
. 
wD
D n
w
  wn @hU|@? w

n F
Ghvkdflhqgr ho fdpelr gh yduldeoh +{ ' wS / w ' S
s
{,=
] s{
 n 
s
{g{ ' S
#
{ S
s
{
. 
S
s
{D
D n
s
{
 
S
s
{n @hU|@? S
s
{
$
n F= Q
Hmhuflflr 518 Fdofxod
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5151 OD LQWHJUDO GHILQLGD
515141 Lqwurgxfflöq
Sdud oohjdu do frqfhswr gh lqwhjudo qrv sodqwhduhprv ho fäofxor gho äuhd gh
od uhjlöq hqfhuudgd sru od juäfd gh xqd ixqflöq srvlwlyd | dfrwdgd iE{/ ho
hmh { | odv uhfwdv { ' d | { ' e +jxud 514,1 Sdud hoor/ glylgluhprv od uhjlöq hq
uhfwäqjxorv | rewhqguhprv xqd dsur{lpdflöq gho äuhd exvfdgd vxpdqgr odv
äuhdv gh glfkrv uhfwäqjxorv1
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Iljxud 514= Äuhd gh xqd uhjlöq sodqd
Hmhpsor 5149 Txhuhprv kdoodu ho äuhd gh od uhjlöq frpsuhqglgd hqwuh od
juäfd gh od ixqflöq iE{ ' {2 n D/ ho hmh R[ | odv uhfwdv { ' f | { ' 21
Vroxflöq1 Glylglprv ho lqwhuydor df> 2o hq 8 vxelqwhuydorv=

f> 2D

>

2
D >
e
D

>

e
D >
S
D

>

S
D >
H
D

>

H
D > 2

=
Hydoxdprv od ixqflöq hq fdgd xqr gh orv h{wuhprv ghuhfkrv gh fdgd vxelq0
whuydor> hv ghflu/ frqvlghudprv ho phqru ydoru txh wrpd i hq fdgd vxelqwhuydor/
|d txh i hv ghfuhflhqwh> hq hvwh fdvr/ ho äuhd gh fdgd uhfwäqjxor rewhqlgr hv=
E{l  {l3iE{l=
Srghprv dsur{lpdu +sru ghihfwr, ho äuhd gh od uhjlöq phgldqwh od vxpd gh
hvwrv 8 uhfwäqjxorv/
D 
D[
l'
E{l  {l3iE{l  917; $ D A 917;=
0.5 1 1.5 2
x
1
2
3
4
5
y y=- x2+5
Äuhd sru ghihfwr
Frq xq ud}rqdplhqwr dqäorjr/ wrpdqgr frpr dowxud gh fdgd uhfwäqjxor
od lpdjhq gho h{wuhpr l}txlhugr gh fdgd vxelqwhuydor> hv ghflu/ ho pd|ru ydoru
txh wrpd i hq fdgd vxelqwhuydor/ rewhqhprv xqd dsur{lpdflöq sru h{fhvr/
D 
D[
l'
E{l  {l3iE{l3  ;13; $ D A ;13;=
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0.5 1 1.5 2
x
1
2
3
4
5
y y=-x2+5
Äuhd sru h{fhvr
Oxhjr/ hq xqd sulphud dsur{lpdflöq srghprv ghflu txh ho äuhd hvwä frp0
suhqglgd hqwuh orv vljxlhqwhv ydoruhv= 917;? D ?;13;1 Vl dxphqwdprv ho qýphur
gh uhfwäqjxorv/ sru hmhpsor 58 | uhshwlprv ho surfhvr vh wlhqh :14:? D ?:17<1
Hq ho vhjxqgr fdvr odv dsur{lpdflrqhv vrq phmruhv/ do kdfhu txh od orqjlwxg
gh odv edvhv wlhqgd d 3/ | sru or wdqwr ho qýphur gh uhfwäqjxorv wlhqgd d 4/
rewhqguhprv ho ydoru h{dfwr :16666111Q
Xq hvwxglr vlplodu vh sxhgh kdfhu vl wrpdprv frpr dowxudv gh orv uhfwäq0
jxorv ho ydoru gh od ixqflöq hq xq sxqwr lqwhuphglr fxdotxlhud 7{l gh fdgd
vxelqwhuydor1 Hq hvwh fdvr/
D 
D[
l'
E{l  {l3iE7{l
Od irupdol}dflöq pdwhpäwlfd gh or txh vh kd h{sxhvwr qrv shuplwh vhsdudu
od qrflöq gh lqwhjudo gh od lghd lqwxlwlyd gh äuhd1
515151 Lqwhjudo gh Ulhpdqq1 Surslhgdghv
Od frqvwuxfflöq ghwdoodgd ylvwd hq ho hmhpsor dqwhulru qrv gd slh d lqwur0
gxflu orv frqfhswrv eävlfrv qhfhvdulrv1
Ghqlflöq 516 Gdgr xq lqwhuydor frpsdfwr dd> eo  U/ vh oodpd sduwlflöq gh
dd> eo d fxdotxlhu frqmxqwr qlwr gh qýphurv uhdohv
S ' id ' {f> {>    > {l3> {l>    > {q ' ej
txh yhultxh
d ' {f ? { ?    ? {l3 ? {l ?    ? {q ' e=
Gh hvwd irupd dd> eo txhgd glylglgr hq q vxelqwhuydorv1
d{l3> {lo hv ho lqwhuydor l0ìvlpr gh od sduwlflöq1
Vl wrpdprv od sduwlflöq gh prgr txh wrgrv orv vxelqwhuydorv plgdq or
plvpr/ hqwrqfhv/ vh yhulfd txh kdfhu whqghu d f vx orqjlwxg htxlydoh d
txh q$4=
Ghqlflöq 517 Vhd i G dd> eo $ U xqd ixqflöq ghqlgd hq ho lqwhuydor dd> eo
| vhd S ' id ' {f> {>    > {l3> {l>    > {q ' ej xqd sduwlflöq gh dd> eo1 Vl ho
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vljxlhqwh oðplwh h{lvwh/ vh glfh txh od ixqflöq i hv lqwhjudeoh | vh ghqh od
lqwhjudo gh Ulhpdqq gh i hq dd> eo frpr
] e
d
i ' *>4
q<"
q[
l'
iE7{l  E{l  {l3 '
] e
d
iE{g{
grqgh 7{l hv xq sxqwr lqwhuphglr fxdotxlhud gho lqwhuydor d{l3> {lo= Vl ho oðplwh
qr h{lvwh vh glfh txh od ixqflöq i qr hv lqwhjudeoh1
Surslhgdg 5 Vl i G dd> eo $ U hv frqwlqxd hq dd> eo hqwrqfhv i hv lqwhjudeoh
hq dd> eo1
Surslhgdg 6 Vl i hv frqwlqxd d wur}rv hq dd> eo hqwrqfhv i hv lqwhjudeoh hq
dd> eo1
Surslhgdghv gh od lqwhjudo ghqlgd
l, Olqhdolgdg1 Vl i | j vrq grv ixqflrqhv uhdohv/ lqwhjudeohv hq dd> eo/ hqwrqfhv
wdpelìq hv lqwhjudeoh od ixqflöq ki n nj sdud fxdohvtxlhud k> n 5 U |
dghpäv ] e
d
Eki n nj ' k
] e
d
i n n
] e
d
j=
ll, Lqwhjudelolgdg gho surgxfwr | gho frflhqwh1 Vhdq i | j uhdohv h lqwhjudeohv
hq dd> eo1 Hqwrqfhv i j hv lqwhjudeoh hq dd> eo1 Vl jE{ 9' f hq dd> eo/ hqwrqfhv
i
j hv lqwhjudeoh hq dd> eo1
lll, Dglwlylgdg uhvshfwr gho lqwhuydor1 Vhd i dfrwdgd hq dd> eo | f 5 o d> e d 1
Hqwrqfhv i hv lqwhjudeoh hq dd> eo vl | vöor vl or hv hq dd> fo | hq df> eo1 Hq
hvwh fdvr vh fxpsoh= ] e
d
i '
] f
d
i n
] e
f
i=
Hvwd surslhgdg frqvwlwx|h od edvh sdud dojxqdv frqyhqflrqhv gh qrwdflöq/
fxdqgr fdpeldprv orv oðplwhv gh lqwhjudflöq/ fdpeld ho vljqr gh od lqwh0
judo> hv ghflu/
U d
e i ' 
U d
e i 1 Vl orv oðplwhv gh lqwhjudflöq vrq ljxdohv/ od
lqwhjudo ydoh 3> hvwr hv/
U d
d i ' f1
Odv lqwhjudohv ghqlgdv sxhghq wrpdu ydoruhv srvlwlyrv/ qhjdwlyrv r qx0
orv shur sdud lqwhusuhwduodv frpr ho äuhd ghehq vdwlvidfhu odv frqglflrqhv gho
whruhpd vljxlhqwh1
Whruhpd 9 Vl i hv frqwlqxd | qr qhjdwlyd hq dd> eo hqwrqfhv ho äuhd frpsuhq0
glgd hqwuh od juäfd gh i / ho hmh gh deflvdv | odv uhfwdv { ' d | { ' e hvU e
d i 1
Hmhpsor 514: Ho äuhd olplwdgd sru od juäfd gh iE{ ' {/ ho hmh R[ | odv
uhfwdv { ' f | { '  ylhqh gdgd sru
D '
] 
f
{g{
sxhvwr txh iE{ ' { A f> ;{ 5 df> o=
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515161 Ho Whruhpd Ixqgdphqwdo gho Fäofxor Lqwhjudo
Ho fäofxor gh lqwhjudohv dsolfdqgr od ghqlflöq gh lqwhjudo gh Ulhpdqq hv
jhqhudophqwh gliðflo1 Ho Whruhpd Ixqgdphqwdo gho Fäofxor Lqwhjudo qrv sursru0
flrqd pìwrgrv gh fäofxor gh lqwhjudohv | dghpäv hvwdeohfh od frqh{löq hqwuh
ghulydflöq h lqwhjudflöq1
Ghqlflöq 518 Gdgd xqd ixqflöq i uhdo lqwhjudeoh hq ho lqwhuydor dd> eo/ od
ixqflöq I G dd> eo $ U ghqlgd sru=
I E{ '
] {
d
iEwgw
vh oodpd lqwhjudo lqghqlgd r ixqflöq lqwhjudo gh i fruuhvsrqglhqwh do sxqwr
d1
Whruhpd : +Whruhpd ixqgdphqwdo gho Fäofxor Lqwhjudo, Vl i hv frq0
wlqxd hq dd> eo/ hqwrqfhv I hv ghulydeoh hq dd> eo | dghpäv I E{ ' iE{ sdud
fxdotxlhu { 5 dd> eo1
Xqd frqvhfxhqfld lqphgldwd gh hvwh whruhpd hv txh sursruflrqd xq pìwrgr
suäfwlfr sdud kdoodu lqwhjudohv frqrflgr frpr od uhjod gh Eduurz=
Frurodulr 4 +Uhjod gh Eduurz, Vl i G dd> eo $ U hv lqwhjudeoh hq ho lq0
whuydor dd> eo | vl J G dd> eo $ U hv xqd sulplwlyd gh i hq glfkr lqwhuydor/
hqwrqfhv vh yhulfd txh
] e
d
iE{g{ ' JEeJEd ' dJE{o{'e{'d
Hmhpsor 514; Fdofxod odv vljxlhqwhv lqwhjudohv=
d,
U 
f t? { g{ ' d ULt{o
{'
{'f '  ULt n ULt f '  n  ' 2
e,
U 
f {
q g{ vlhqgr q 9' 1
U 
f {
q g{ ' d{qnqn o
{'
{'f ' qn  f '

qn
f,
U 2

g{
{ ' d*?{o{'2{' ' *? 2 *?  ' *? 2
g,
U 
f { h
{2 g{ ' d2h{
2 o{'{'f ' 2Eh  hf '

2Eh 
515171 Fäofxor gh äuhdv gh jxudv sodqdv
Do sulqflslr gho whpd vh lqwurgxfh od lqwhjudo frq ho q gh rewhqhu/ ghqwur gh
or srvleoh/ äuhdv gh jxudv sodqdv1 Yhdprv dkrud föpr dsolfduor hq od suäfwlfd1
Od lqwhjudo qr vöor vh dsolfd hq ho fdvr gh odv äuhdv/ vlqr txh wdpelìq qrv
shuplwh fdofxodu äuhdv gh vxshuflhv gh uhyroxflöq/ yroýphqhv | orqjlwxghv gh
fxuydv/ do phqrv hq ghwhuplqdgrv fdvrv gh sduwlfxodu lqwhuìv | wlhqh dghpäv
lqwhuhvdqwhv dsolfdflrqhv hq od iðvlfd1
Derugdprv ho fäofxor gh äuhdv gh xq ghwhuplqdgr frqmxqwr gh sxqwrv gho
sodqr F1
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Äuhd hqwuh xqd fxuyd | ho hmh gh deflvdv1
Gdgd xqd ixqflöq i G dd> eo $ U frqwlqxd hq dd> eo/ ho äuhd gho frqmxqwr
F  U2 olplwdgr sru od fxuyd | ' iE{/ ho hmh gh deflvdv/ | odv uhfwdv { ' d |
{ ' e hv=
DEF '
] e
d
miE{m g{
Od lqwhjudo gh miE{m vh fdofxod gho vljxlhqwh prgr=
vl od ixqflöq i hv srvlwlyd hq wrgr ho lqwhuydor/ hv ghflu= iE{  f/ ;{ 5
dd> eo > hqwrqfhv
DEF '
] e
d
iE{g{
vl od ixqflöq i hv qhjdwlyd hq wrgr ho lqwhuydor/ hv ghflu= iE{  f/ ;{ 5
dd> eo > hqwrqfhv ho ydoru gh od lqwhjudo hv qhjdwlyr/ sru hoor khprv gh
fdpeldu ho vljqr sdud txh ho äuhd vhd xq ydoru srvlwlyr=
DEF '

] e
d
iE{g{
 ' 
] e
d
iE{g{
vl od ixqflöq i fdpeld gh vljqr xq qýphur qlwr gh yhfhv hq ho lqwhuydor
dd> eo > ghwhuplqduhprv orv sxqwrv gh fruwh gh i frq ho hmh R[1 Hq fdgd
vxelqwhuydor dvð rewhqlgr/ i whqguä vljqr frqvwdqwh | dsolfduhprv orv
fdvrv dqwhulruhv1 Ho äuhd wrwdo yhqguä gdgd frpr vxpd gh lqwhjudohv hq
fdgd xqr gh orv vxelqwhuydorv grqgh ho vljqr gh i shupdqhfh frqvwdqwh1
Hmhpsor 514< Kdood ho äuhd gh od uhjlöq frpsuhqglgd hqwuh od juäfd gh od
ixqflöq iE{ ' E{  { | ho hmh gh deflvdv1
Vroxflöq1 Frpr vh revhuyd hq od juäfd/ iE{  f sdud  {  f | iE{  f
sdud f  {   G
-2 -1 1 2
-4
-2
2
4
sru wdqwr ho äuhd yhqguä gdgd sru=
D '
] f
3
E{  {g{n

] 
f
E{  {g{
 '
] f
3
E{  {g{
] 
f
E{  {g{ '
' 

{e
e 
{2
2
f
3
 

{e
e 
{2
2

f
' 

f Ee 

2

 


e 

2  f

'
' 2 xqlgdghv gh äuhd1 Q
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Hmhuflflr 519 Fdofxod ho äuhd gh od uhjlöq gho sodqr frpsuhqglgd hqwuh od
sduäerod | ' {2  {n 2/ od uhfwd { ' / od uhfwd { ' 2 | ho hmh gh deflvdv1
Hmhuflflr 51: Fdofxod ho äuhd gh od uhjlöq gho sodqr olplwdgd sru od juäfd gh
od ixqflöq iE{ ' { n e{2 n { e | ho hmh R[=
Äuhd hqfhuudgd hqwuh grv fxuydv
Frqvlghuhprv i | j grv ixqflrqhv frqwlqxdv hq ho lqwhuydor dd> eo | vhd F ho
frqmxqwr olplwdgr sru od fxuyd | ' iE{/ od fxuyd | ' jE{ | odv uhfwdv { ' d
| { ' e= Ho äuhd gh F ylhqh gdgd sru=
DEF '
] e
d
miE{ jE{m g{
Sdud lqwhjudu miE{ jE{m whqguhprv hq fxhqwd txh=
vl iE{  jE{ hq wrgr ho lqwhuydor dd> eo G
DEF '
] e
d
EiE{ jE{ g{
vl jE{  iE{ hq wrgr ho lqwhuydor dd> eo G
DEF '
] e
d
EjE{ iE{ g{
vl odv juäfdv gh i | j vh fruwdq hq ho lqwhuydor dd> eo > whqguhprv txh
vhsdudu odv lqwhjudohv hqwuh orv sxqwrv gh fruwh gh dpedv fxuydv/ rewhqlgrv
do uhvroyhu od hfxdflöq iE{  jE{ ' f> | dsolfdu hq fdgd vxelqwhuydor
orv fdvrv dqwhulruhv1
Hmhpsor 5153 Kdood ho äuhd frpsuhqglgd hqwuh odv juäfdv gh odv ixqflrqhv
iE{ ' {  {2  f{ | jE{ ' {2 n 2{1
Vroxflöq1 Fdofxodprv orv sxqwrv gh fruwh gh dpedv fxuydv=
{  {2  f{ E{2 n 2{ ' f
{  2{ ' f$ { ' f> { ' 2> { ' 2
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Revhuydprv hq od juäfd txh hq d2> fo od juäfd gh i hvwä sru hqflpd gh
od juäfd gh j> plhqwudv txh hq ho lqwhuydor df> 2o hv od juäfd gh j od txh hvwä
sru hqflpd/ sru wdqwr=
D '
] f
32
EiE{ jE{g{n
] 2
f
EjE{ iE{g{ '
'
] f
32
E{  2{g{n
] 2
f
E{ n 2{g{ ' 2e x1d1
Vl qr vh glvsrqh gh lqirupdflöq vreuh od srvlflöq uhodwlyd gh dpedv juäfdv/
srghprv dvhjxuduqrv orv ydoruhv gh od lqwhjudo xwlol}dqgr ydoruhv devroxwrv/ dvð=
D '
] 2
32
miE{ jE{m g{ '

] f
32
EiE{ jE{g{
n

] 2
f
EiE{ jE{g{
 '
'
] f
32
E{  2{g{n
] 2
f
E{ n 2{g{ ' 2e x1d1 Q
Hmhuflflr 51; Kdood ho äuhd frpsuhqglgd hqwuh odv fxuydv | ' t? { h | ' ULt {
hq

f> 2

1
Hmhuflflr 51< Fdofxod ho äuhd gh od uhjlöq hqfhuudgd hqwuh odv juäfdv gh odv
ixqflrqhv iE{ ' S{ {2 | jE{ ' {2  2{
5161 OD LQWHJUDO GREOH
516141 Lqwurgxfflöq
Hq hvwh dsduwdgr ydprv d hvwxgldu od lqwhjudflöq gh xqd ixqflöq gh grv yd0
uldeohv i G U2 $ U vreuh xq uhfwäqjxor U  U2= Vl od lqwhjudflöq gh ixqflrqhv
gh xqd yduldeoh whqðd vx ruljhq hq od eývtxhgd gho äuhd gh xqd uhjlöq sodqd/
od lqwuhjudflöq gh ixqflrqhv gh yduldv yduldeohv/ wlhqh xqd prwlydflöq vlplodu=
od ghwhuplqdflöq gho yroxphq gh xq vöolgr hq ho hvsdflr1
Vl od ixqflöq i hv frqwlqxd | qr qhjdwlyd hq ho uhfwäqjxor U/ od hfxdflöq
} ' iE{> | uhsuhvhqwd xqd vxshuflh txh hvwä sru hqflpd gh U= Vxsrqjdprv
txh txhuhprv fdofxodu ho yroxphq gho hvsdflr edmr glfkd vxshuflh/ vreuh ho
uhfwdqjxor U1 Kdfhprv xqd sduwlflöq gho uhfwdqjxor U hq q q vxelqwhuydorv
ljxdohv/
\Q=G
\R=F
[R=D [Q=E
5
[
| wrpdprv xq sxqwr lqwhuphglr hq fdgd xqr gh hoorv flm1 Vl pxowlsolfdprv ho
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äuhd gh fdgd vxelqwhuydor/ gdgd sru {{{|/ sru ho ydoru iEflm> vh rewlhqh ho
yroxphq gh xq sdudohohsðshgr gh edvh glfkr uhfwäqjxor | dowxud iEflm G
[
\
]
D
E
IFLM
FLM
Od vxpd gh orv yroýphqhv gh wrgrv hvwrv sdudohohsðshgrv hv xqd dsur{l0
pdflöq do yroxphq exvfdgr/ hv ghflu=
yroxphq 
q[
l>m'
iEflm{{{|
516151 Od lqwhjudo frpr oðplwh gh vxpdv gh Ulhpdqq
Vhd i G U  U2 $ U xqd ixqflöq gh grv yduldeohv ghqlgd vreuh xq
uhfwäqjxor U ' dd> eo df> go/ dfrwdgd | frq ydoruhv uhdohv 1 Vhd S xqd sduwlflöq
uhjxodu gh U ' dd> eo  df> go gh rughq q> hv ghflu/ grv frohfflrqhv rughqdgdv
gh q n  sxqwrv ljxdophqwh hvsdfldgrv i{ljql'f> i|mjqm'f wdohv txh {r ' d ?
{ ? === ? {q ' e/ |r ' f ? | ? === ? |q ' g frq {{ ' {l  {l3 ' e3dq >
{| ' |l  |l3 ' g3fq =
Hqwrqfhv=
Ghqlflöq 519 Gluhprv txh xqd ixqflöq i hv lqwhjudeoh vreuh ho uhfwäqjxor
U vl h{lvwh ho vljxlhqwh oðplwh/ vlhqgr glfkr oðplwh od lqwhjudo greoh gh i hq U>
]]
U
i ' *>4
q<"
q[
l>m'
iEflm{{{|
Surslhgdg 7 Wrgd ixqflöq frqwlqxd ghqlgd vreuh xq uhfwäqjxor hv lqwh0
judeoh1
516161 Surslhgdghv gh odv lqwhjudohv greohv
Odv surslhgdghv ixqgdphqwdohv gh od lqwhjudo
UU
U iE{> |gD vrq/ hvhqfldo0
phqwh/ odv plvpdv txh sdud od lqwhjudo hq xqd yduldeoh1 Ghvwdfdprv odv vl0
jxlhqwhv=
l, Olqhdolgdg= vl i | j vrq ixqflrqhv lqwhjudeohv hq ho uhfwäqjxor U | f 5 U/
hqwrqfhv i n j | fi vrq lqwhjudeohv hq U | dghpäv
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Ei n j '
]]
U
i n
]]
U
j>
]]
U
fi ' f
]]
U
i
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ll, Dglwlylgdg= vl Ul/ l ' > ===>p vrq uhfwäqjxorv glvmxqwrv frq U ' U ^
===^Up uhfwäqjxor | i hv lqwhjudeoh hq fdgd Ul> hqwrqfhv i hv lqwhjudeoh
hq U | dghpäv ]]
U
i '
p[
l'
]]
Ul
i
516171 Fäofxor gh lqwhjudohv greohv
Ho sulqflslr gh Fdydolhul qrv sursruflrqd xq pìwrgr jhrpìwulfr sdud fdo0
fxodu yroýphqhv1 Gdgr xq fxhusr vöolgr/ vl DE{ ghqrwd ho äuhd gh vx vhfflöq
wudqvyhuvdo phglgd d xqd glvwdqfld { gho sodqr gh uhihuhqfld/ hqwrqfhv ho yr0
oxphq gh glfkr vöolgr hvwä gdgr sru
U e
d DE{g{> grqgh d | e vrq odv glvwdqfldv
pðqlpd | pä{lpd d sduwlu gho sodqr gh uhihuhqfld1 Xvduhprv hvwh sulqflslr
sdud hydoxdu lqwhjudohv greohv1
Frqvlghuhprv od uhjlöq vöolgd edmr od juäfd gh od ixqflöq } ' iE{> |
ghqlgd hq od uhjlöq dd> eo df> go grqgh i hv frqwlqxd | qr qhjdwlyd1 Od vhfflöq
wudqvyhuvdo ghwhuplqdgd sru xq sodqr fruwdqwh { ' {r hv od uhjlöq sodqd edmr
od juäfd gh } ' iE{r>| ghvgh | ' f kdvwd | ' g( sru wdqwr/ vx äuhd hv
DE{r '
] g
f
iE{r> |g|=
Hqwrqfhv/ ho yroxphq Y '
U U
U iE{> |gD gh od uhjlöq gheh vhu
Y '
] e
d
DE{g{ '
] e
d
] g
f
iE{> |g|

g{
Hvwd lqwhjudo vh frqrfh frpr lqwhjudo lwhudgd sxhv vh rewlhqh lqwhjudqgr
uhvshfwr d | | oxhjr uhvshfwr d {=
Lqyluwlhqgr orv sdshohv gh { | gh |/ rewhqhprv
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U
iE{> |gD '
] g
f
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Ho vljxlhqwh whruhpd mxvwlfd/ phgldqwh vxpdv gh Ulhpdqq/ hvwd uhgxfflöq1
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Whruhpd ; +Whruhpd gh Ixelql, Vl i hv xqd ixqflöq frqwlqxd frq gr0
plqlr uhfwdqjxodu U ' dd> eo df> go= Hqwrqfhv=
]]
U
iE{> |gD '
] e
d
] g
f
iE{> |g|g{ '
] g
f
] e
d
iE{> |g{g|
Hmhpsor 5154 Fdofxod
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Vroxflöq1 Fdofxodprv hq sulphu oxjdu
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Hmhuflflr 5143 Yhulfd txh do lqwhufdpeldu ho rughq gh lqwhjudflöq qr vh do0
whud ho uhvxowdgr1
Hmhpsor 5155 Fdofxod
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Vroxflöq1 Sdud fdofxodu
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 g|g{ fdofxodprv
hq sulphu oxjdu od lqwhjudo gh iE{> | ' t? { ULt 2| ULt 2{ t? | uhvshfwr gh |
hq ho lqwhuydor
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Hmhpsor 5156 Hydoýd od lqwhjudo
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Hmhuflflr 5144 Fdofxod
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Hmhuflflr 5146 Fdofxod od lqwhjudo
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Eleolrjudiðd
^4` S1 Dohjuh | rwurv1 Hmhuflflrv uhvxhowrv gh pdwhpäwlfdv hpsuhvduldohv1
Hg1 DF1 +4<<3,1
^5` P1 Eduuhgd/ E1 Fdpsrv/ M1 Fdvwhoor | V1 Pdfdulr1 Sureohphv gh
fãofxo dpe dsolfdflrqv d o*hfrqrpld1 Sxeolfdflrqv gh od Xqlyhuvlwdw Mdxph
L/ Fdvwhooö +4<<;,1
^6` V1 Eodqfr/ S1 Jdufld/ H1 gho Sr}r1 Pdwhpäwlfdv Hpsuhvduldohv L1 yro
51 Fäofxor Glihuhqfldo1 Hg1 DF Wkrpvrq/ Pdgulg +5336,1
^7` D1 Fdpdud Vdqfkh} | rwurv1 Sureohpdv uhvxhowrv gh Pdwhpäwlfdv sdud
Hfrqrpðd | Hpsuhvd1 Hg1 DF Wkrpvrq/ +5336,1
^8` M1 Fdvdq|/ M1 Fdvwhoor/ I1 Sod}d1 Fäofxor lqwhjudo1 Hg1 Qdx Ooleuhv/
Ydoëqfld +4<<5,1
^9` Oduvrq/ U1 H1/ U1 S1 Krvwhwohu/ E1 K1 Hgzdugv1 Fäofxor | Jh0
rphwuðd Dqdoðwlfd1 PfJudz0Kloo/ Pdgulg/ 4<;<1 Yro 51
^:` N1 V|gvdhwhu/ S1 Kdpprqg1 Pdwhpäwlfdv sdud ho Dqäolvlv Hfrqöplfr1
Suhqwlfh Kdoo/ Pdgulg +4<<9,1
